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ЯВНАЯ ФОРМУЛА МНОГООБРАЗИЙ РЕШЕНИЯ 
ЛИНЕЙНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
А. К. Ильясова 

Астраханский государственный технический университет 
 

В настоящей работе показано решение одного класса линейного гиперболиче-

ского дифференциального уравнения с частными производными третьего по-

рядка, приведением к системе трех линейных дифференциальных уравнений с 

частными производными первого порядка. 

Ключевые слова: многообразие решений, квазилинейное уравнение, нелинейное 

уравнение, гиперболический тип, резольвента, интегральное представление.  
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AN EXPLICIT FORMULA FOR MANIFOLDS OF SOLUTIONS TO LINEAR 
HYPERBOLIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS THIRD ORDER 
A. K. Ilyasova 

Astrakhan State Technical University 
 

In this paper we show the solution of a class of linear hyperbolic partial differential 

equation of third order, bringing to a system of three linear partial differential equations 

of the first order. 

Key words: variety of solutions, a quasi-linear equation, a nonlinear equation of hyper-

bolic type, resolution, integral representation. 

 

Сведение уравнений с частными производными третьего по-
рядка к системе линейных уравнений первого порядка 

Пусть Ω обозначит прямоугольный параллелепипед ),,( γβαΠ  с 

вершинами в точках 
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множество точек, замкнутых промежутков, соответственно, на веще-

ственной, мнимой оси и оси аппликат. 

В области Ω рассмотрим уравнение следующего вида: 
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 (1.1) 

где a, b, d, m, n, c, µ – заданные функции, Ф(x, y, z) – правая часть. 

Предположим, что функция а(x, y, z) по переменной у непрерывна 

и по переменной x и z имеет непрерывные, смешанные производные 

второго порядка. Допустим, что функции b(x, y, z) и c(x, y, z) по перемен-

ной z имеют непрерывные производные первого порядка, а по осталь-

ным переменным, непрерывны. 

При таких предложениях, уравнение (1.1) всегда можно преобра-

зовать к следующему виду: 
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 (1.2) 



134 

где А(r) и В(r)  являются регулярными линейными дифференциальными 

операторами, которые задаются следующими формулами: 
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Если результата действия оператора А(r) на функцию u(x, y, z) обо-

значить через новую неизвестную функцию f = f(x, y, z), то при условиях 
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будем иметь дело с системой следующего вида: 
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где Т(r) является регулярным линейным дифференциальным операто-

ром, который задается следующей формулой: 
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Согласно [1], дифференциальный оператор А(r) представим в сле-

дующем виде: 
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где I(x)I(y) – дифференциальные операторы следующих видов: 
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Тогда: 
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+=  следовательно, система 

(1.3) примет следующий вид: 



135 

[ ] [ ]
[ ]




=

+=

),,(

),,(

)(

)()()(

zyxФfT

zyxfuIuII

r

syx

 (1.5) 

Если результат действия оператора I(y) на функцию u(x, y, z) обо-

значить через новую неизвестную функцию V = V(x, y, z), то при условии 
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получим систему следующего вида: 
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Таким образом установлено, что если в уравнение (1.1) функция 

( ) ( )Ω∈Ω∈ 12
),,(),,,(,),,( zxy CzyxczyxbCzyxa  и коэффициенты связаны 

между собой условиями (M), (N), (S) и (E), то задача о нахождении об-

щего решения дифференциального уравнения с частными производ-

ными третьего порядка вида (1.1), будет равносильна задаче о нахож-

дение общего решения линейной системы трех дифференциальных 

уравнений с частными производными первого порядка вида (1.6). 

 

Интегральное представление уравнения с частными произ-
водными третьего порядка гиперболического типа 

Целью настоящего параграфа является получение формулы яв-

ного решения через произвольные функции. Для этого нам достаточно 

решить систему вида (1.6). Решая, в отдельности, каждое уравнение си-

стемы (1.6), соответственно, получим следующие представления: 

),,(),())(,,(exp(),,( 1 zyxFzxzyxzyxu +−= ϕω  (1.7) 

)),.,(),())(,,(exp(),,( 2 zyxMzxzyxzyxV +−= ψω  (1.8) 

)),,,(),())(,,(exp(),,( 3 zyxNzxzyxzyxf +−= ηω  (1.9) 

где интегральные операторы NMFjj ,,.....,3,2,1, =ω  задаются следую-

щими формулами: 
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В этих выражениях, функции ϕ(x, z), ψ(y, z) и η(x, y), являются про-

извольными функциями от двух независимых переменных. 

В равенстве (1.8) вместо f = (x, y, z) подставляя ее значения из ра-

венства (1.9), затем в равенство (1.7) вместо V(x, y, z) подставляя ее зна-

чения из полученного равенства, будем иметь представление следую-

щего вида: 
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Таким образом, доказана справедливость следующего утвержде-

ния: 

Теорема. Пусть в уравнение (1.1) 

( ) ( )Ω∈Ω∈ 12 ),,(),,,(,),,( zxy CzyxczyxbCzyxa  и выполнены условия (M), (N), 

(S) и (Е), тогда любое решение данного уравнения представимо в виде 

(1.10), которое содержит три произвольные функции от двух независи-

мых переменных. 

Замечание 1. Если выполнены условия (M), (N), (S) и 

,0),,(
),,(

),,(),,(),,(1 ≠−
∂

∂
+= zyxc

x

zyxa
zyxbzyxazyxС  то уравнение (1.1) 

сведется к интегральному уравнению Вольтера второго рода. Если не 
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выполняется хотя бы одно из условий (M), (N), (S), то уравнение (1.1) 

сведется к интегро-дифференциальному уравнению. 

Замечание 2. При x0 = 0, y0 = 0, z0 = 0 значение искомой функции на 

П1(α), П2(β), П3(γ), соответственно, находится из следующих равенств: 
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Замечание 3. Когда и = и(х1,х2,х3,…,хп) и главная часть линейного 

дифференциального уравнения в частных производных m-го порядка 

имеет вид: 
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интегральное представление находится аналогично уравнению(1.1). 

Представление многообразия решений (1.10) применяется для 

выяснения постановок новых краевых задач и их исследования. В част-

ности, с помощью интегрального представления вида (1.10) для урав-

нения (1.1) возможна подстановка и решение задачи типа Коши.  

Приведем формулировку этой задачи. 

Задача. Найти решение U(x, y, z) уравнения (1.1) из класса С3(Ω), 

которое удовлетворяет условиям следующих видов: 

1) U(x, y, z)|x=x0   = f(y, z); 

2) U(x, y, z)|y=y0   = g(x, z); 

3) U(x, y, z)|z=z0    = h(x, y), 

где f, g и h – заданные функции соответствующих классов. 
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