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После отыскания неизвестных коэффициентов рядов напряжения 
в слоях jS   3,...,1j , моделирующих слои обделки, и в среде S0 , модели-
рующей массив пород, определяются по формулам Колосова  Мусхели-
швили. Для проверки точности решения выполняется контроль удовлетво-
рения граничных условий. Если граничные условия выполняются не дос-
таточно точно, число N удерживаемых членов в рядах увеличивается, 
а величина , наоборот, уменьшается. При этом, как показывает опыт, 
удержание N = 40 членов и  = 10–6 обеспечивают приемлемую для прак-
тических целей точность расчета. 

Описанное решение реализовано в форме полного алгоритма, на базе 
которого разработано соответствующее компьютерное программное обеспе-
чение, позволяющее производить эффективные многовариантные расчеты. 
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При сооружении выработок закрытым (горным) способом в слабых, 

трещиноватых или обводненных породах нередко используются специаль-
ные способы проходки, связанные с проведением мероприятий по предва-
рительному инъекционному укреплению массива грунта. Это приводит 
не только к повышению однородности пород, гидроизоляции участка 
строительства, но и изменению деформационных характеристик пород [1]. 
В случае необходимости размещения выработок в непосредственной близо-
сти друг от друга рациональным проектным решением является создание 
общей области упрочненных пород. Наличие такой зоны может оказывать 
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существенное влияние на формирование напряженного состояния массива, 
окружающего выработки, и должно учитываться на стадии проектирования. 

Обзор имеющейся научной литературы показал, что до настоящего 
времени аналитических методов расчета, позволяющих учитывать общую 
для двух выработок зону укрепления, не имелось. В связи с этим целью на-
стоящей работы является математическое моделирование формирования 
напряженного состояния горного массива в окрестности двух параллель-
ных круговых выработок, сооружаемых в зоне упрочненных пород, поста-
новка и получение решения соответствующей задачи теории упругости. 

Решение поставленной задачи базируется на современных представ-
лениях механики подземных сооружений [2], в соответствии с которыми 
исследуемый объект – массив пород и зона укрепления, ослабленная двумя 
параллельными выработками – рассматривается как единая деформируе-
мая система. Расчетная схема сформулированной задачи представлена 
на рисунке 1.  

Область 1S , моделирующая зону предварительно укрепленных пород 
и представляющая собой протяженный круговой цилиндр с двумя ослаб-
ляющими его цилиндрическими полостями, моделирующими выработки, 
помещена в бесконечную линейно-деформируемую весомую среду 0S , мо-
делирующую горный массив, деформационные свойства которого харак-
теризуются осредненными величинами модуля деформации 0E  и коэффи-
циента Пуассона 0 . Зона 1S  укрепленных пород представляет собой в по-
перечном сечении круг с радиусом 0R , при этом ослабляющие его две кру-
говые выработки с центрами в точках ix  ( 1,2)i  , лежащими на горизон-
тальной оси, имеют радиусы iR  ( 1,2)i   соответственно. Деформационные 
характеристики 1E , 1  области 1S  отличаются от соответствующих харак-
теристик среды 0S . 

 
Рис. 1. Расчетная схема 
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Действие собственного веса пород моделируется наличием в области 
0S  + 1S  поля начальных напряжений: 

( )(0) ,j
x H    ( )(0)j

y H   , ( )(0) 0j
xy   ( 0,1)j  , (1) 

где  – удельный вес пород (принимается одинаковым как в естественном 
массиве, так и в зоне упрочнения), Н – глубина заложения выработок, ко-
торая превышает их поперечные размеры не менее чем в 5 раз,  – коэф-
фициент бокового давления пород в ненарушенном массиве. 

Таким образом, в представленной модели не учитывается изменение 
удельного веса пород в результате их укрепления, а также влияние земной 
поверхности. 

Полные напряжения в областях jS  ( 0,1)j   представляются  
в виде сумм: 

( )* ( ) ( )(0)j j j
x x x     , ( )* ( ) ( )(0)j j j

y y y     , ( )* ( ) ( )(0)j j j
xy xy xy     , (2) 

где ( )j
x , ( )j

y , ( )j
xy  – дополнительные напряжения, обусловленные нали-

чием зоны 1S  и ослабляющих отверстий. 
Смещения, следуя работе [2], рассматриваются только дополнительные. 
Граничные условия поставленной задачи отражают непрерывность 

смещений и полных напряжений на наружном контуре 0L  и отсутствие 
внешних сил на контурах jL ( 1, 2)j   и записываются в следующем виде: 

(1)* (0)*

(1)* (0)*

(1) (0)

(1) (0)

r r

r r

u u

v v
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 на ( 1,2)j jL  ,   (3) 

где (1)* (0)*(1)* (0)*, , ,r r r r     – полные напряжения на контуре 0L  соответст-
венно в областях jS ( 0, 1)j   в полярной системе координат с полюсом 

в точке O; (1) (0) (1) (0), , ,u u v v  – дополнительные горизонтальные и верти-
кальные перемещения точек контура 0L  соответственно в областях jS

 
( 0, 1)j  . 

После введения в рассмотрение комплексных потенциалов ( )j z , 

( )j z  ( 0,1)j  , связанных с компонентами напряжений и перемещений 

точек соответствующих областей известными формулами Колосова – Мусхе-
лишвили, сформулированная задача теории упругости сводится 
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к краевой задаче теории аналитических функций комплексного пере-
менного. 

Для упрощения дальнейших выкладок целесообразно ввести в рас-
смотрение новые функции ( )j z  ( 0,1)j  , обладающие свойством инвари-
антности при переносе систем координат вдоль оси х, выраженные соот-
ношениями: 

( ) ( )j j jz z z    .     (4) 

Следует отметить, что функция 0( )z  введена только с целью общ-
ности записи. 

Граничные условия поставленной задачи принимают вид на 0L : 

1 1 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t t              ,  (5) 
1

1 1 1 1 0 0 0 0
0

ae ( ) ( ) ( ) ( ) ae ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t t                
;  

на ( 1,2)j jL   

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t t t       ,    (6) 
где 

0 0,
, ( 1,2)j jj

наконтуре
t наконтуре j

R L
xR L

    
,    (7) 

ie   , ae 3 4j j   ,  2 1
j

j
j

E
 

 
 ( 0,1)j  .    

Комплексные потенциалы 0( ),z  0( )z , регулярные в среде 0S , 
представляются в виде: 
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В свою очередь, потенциалы 1( ),z  1( )z , регулярные в кольце 1S  

вне отверстий 1L и 2L , записываются в форме рядов: 

2 (1)( ) (3)(1)
1

0 01 1 1
( )

n n
jj

n n
j n n

z zz c c
R R

x  

  

   
         

   ,   (9) 

2 (2)(1) (4)(1)
1

0 01 1 1
( )

n n
j

n n
j n n

z zz c c
R R

x  

  

   
         

   .   

Здесь ( )( )s j
nc  ( 1,4s  ; 1,2j  ; 1,2,...n  ) – коэффициенты, подлежа-

щие определению. 
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Решение поставленной задачи строится следующим образом. Выраже-
ния (8), (9) подставляются в граничные условия (5) на контуре 0L , откуда после 
некоторых очевидных преобразований находятся выражения, связывающие 
коэффициенты 

( )( )s j
kc  ( 1,4s  , 1,2j  , 1,2,k   ) и 

( )(0)p
nc  ( 1,2p  , 1,2,n   ). 

Далее полученные соотношения подставляются в граничные условия (6) 
на контурах ( 1,2)j jL  . В результате удается придти к бесконечной сис-
теме линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэф-
фициентов разложений комплексных потенциалов ( )(0)p

nc  ( 1,2p  , 1,2,n   ). 
Далее определяются коэффициенты разложений комплексных по-

тенциалов в ряды (8), (9), а по формулам Колосова – Мусхелишвили – до-
полнительные напряжения в соответствующих областях. 

На основе полученного решения составлен полный алгоритм расче-
та, реализованный в виде соответствующего компьютерного программного 
обеспечения. 

Ниже в качестве примера приводятся результаты расчета напряже-
ний в массиве в окрестности двух одинаковых параллельных выработок 
радиусами 1 2 5R R м  , сооруженных в зоне упрочненных пород радиуса 

0 12R м  на глубине 42H м . Центры выработок расположены на оси х 
и имеют абсциссы 6ix м  ( 1,2)i  . Остальные данные: 0 2000E МПа , 

0 0,35  , 30,017 / ,МН м   1 01,5E E , 1 0,3  . 
Результаты расчета представлены на рисунках 2–4 в виде эпюр на-

пряжений. При этом на рисунке 2 даны контактные радиальные /r H   
(рис. 2 а) и нормальные тангенциальные напряжений /м H   (рис. 2 б) 
напряжения в массиве. При этом контактные касательные напряжения 

/r H   показаны на рисунке 3. 
На рисунке 4 приведены нормальные тангенциальные напряжения, 

действующие на контурах в зоне упрочнения. В силу симметрии соответ-
ствующие результаты показаны для левой выработки и правой половины 
наружного контура. 

На рисунке 5 представлены результаты, иллюстрирующие влияние 
взаимного расположения выработок на напряженное состояние зоны уп-
рочнения. Рассматривались три случая, когда центры выработок размеща-

лись на расстояниях 1,05;  1,1;  1,2i
i

x
R

 . В силу симметрии эпюры нормаль-

ных тангенциальных напряжений даны для контура левой выработки. 
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а) б) 

Рис. 2. Эпюры расчетных  
напряжений в массиве на границе  

с зоной упрочнения: 
а) радиальных контактных, 

б) нормальных тангенциальных 

Рис. 3. Эпюра касательных напряжений  
на границе контакта зоны упрочнения  

с массивом пород 

 
 

  а) б) 
Рис. 4. Расчетные нормальные  

тангенциальные напряжения в зоне уп-
рочнения: а) на контуре левой  

выработки, б) на внешнем контуре 

Рис. 5. Эпюры нормальных  
тангенциальных напряжений на контуре  

левой выработки при различных значениях 

параметра i
i

x
R : 

при 1,05i
i

x
R

 , при  1,1i
i

x
R

 , при  1,2i
i

x
R
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Как следует из рисунка 5, уменьшение расстояния между центрами 
выработок влечет за собой существенный рост максимальных сжимающих 
нормальных тангенциальных напряжений / H  . Это обстоятельство 
следует учитывать на этапе проектирования подземного сооружения. 
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На поддержание в работоспособном состоянии кровель расходуется 

значительная часть ресурсов, выделяемых на капитальный ремонт зданий. 
Вместе с тем, контроль за расходованием этих ресурсов часто бывает за-
труднен из-за труднодоступности кровель как на стадии подготовки реше-
ния о проведении капитального ремонта, так и в его процессе. 

В настоящее время актуальность данной проблемы возросла в связи 
с изменением в нашей стране порядка финансирования и организации ка-
питального ремонта [1] всех многоквартирных жилых зданий, в результате 
чего исполнительные органы государственной власти Российской Федера-
ции были наделены дополнительными функциями по организации  
такого ремонта и осуществлению мониторинга расходования средств 
из специально создаваемого фонда. А успешная реализация этих функций 
невозможна при отсутствии достоверной информации о состоянии строи-
тельных конструкций и, в частности, кровель зданий. 

В целях решения указанной проблемы на кафедрах технологии 
строительного производства, а также экономики и управления в строи-
тельстве Ростовского государственного строительного университета в на-
стоящее время разрабатывается новый метод измерительного контроля ка-
чества кровель, основанный на применении цветотекстурного анализа их 
фотографических изображений [2]. 

Данный метод позволяет получать достоверную информацию о со-
стоянии кровель дистанционно и на любом этапе жизненного цикла зда-
ний, автоматически обрабатывать ее и использовать при контроле качества 


