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Во многих случаях фундаменты сооружений и подземные сооруже-

ния располагаются в несвязных грунтах. Поэтому исследования распро-
странения волн в таких грунтах представляют большой научный и практи-
ческий интерес. Такие исследования необходимы для более точной оценки 
воздействия сейсмических волн на сооружения, а так же при разработке 
сейсмо и виброзащитных устройств.  Одной из хорошо исследованных мо-
делей является среда, состоящая из прижатых друг к другу упругих сфер 
(например: песчинок), в которой появляются дополнительные напряжения 
вследствие распространения в среде упругих волн. Такие модели много-
кратно проверены многими исследователями в натурных условиях. Резуль-
таты полевых испытаний показали, что теоретические  модели гранулиро-
ванных сред, состоящие из упакованных сфер, хорошо описывают распро-
странение сейсмических волн в рыхлых неконсолидированных средах.  

В последнее время усилия многих исследователей направлены на со-
здания моделей гранулированных сред, состоящих из частиц различных 
форм и размеров, упакованных случайным образом. На кафедре «Подзем-
ные сооружения» МИИТа исследуются динамические свойства искус-
ственной среды, состоящей из смеси гранул полимерного материала (поли-
этилена) и песка. Размеры гранул полимерного материала значительно 
больше диаметров песчинок. Целью исследований является разработка сы-
пучей среды, обладающей определенными свойствами, для использования 
ее в качестве сейсмоизолирующих и виброизолирующих слоев.    

Рассмотрим распространение продольных и поперечных волн в гра-
нулированных средах: в природной среде (песок) и искусственной (грану-
лы из полимерного материала с песком). Возможны различные  виды упа-
ковок сфер. Этот вопрос интересовал многих ученых. В частности известен 
спор Ньютона с шотландским астрономом Джеймсом Грегори. Мы будем 
рассматривать простую упаковку. Схема расположения сфер в кубическом 
элементе пористых сред представлена на рис. 1. 
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Рис. 1. Элементарные объемы природной (а) и искусственной (б) сред 

 
При рассмотрении искусственных сред будем считать, что песчинки 

заполняют пустоты между гранулами полиэтилена. Сначала рассмотрим, 
среду, состоящую из сфер одинаковых размеров и одинакового материала.  

Будем полагать, что в начальном состоянии на каждую грань элемен-
тарного объема действует нормальное напряжение, среднюю величину ко-
торого обозначим р~ . При распространении волн напряжений на действу-
ющие напряжения накладываются дополнительные напряжения, которые 
деформируют сферы в точках соприкосновения. Деформации упругих сфер 
при действии этих дополнительных напряжений можно определить, ис-
пользуя теорию контактных напряжений Герца. 

Выберем систему координат таким образом, чтобы ряды упругих 
сфер были расположены параллельно координатным осям. 

Если обозначить буквой rs радиус сферы, величина силы, приходя-
щейся на каждую грань элементарного объема среды, определиться выра-
жением: prnР sсум ~4 22 , тогда, сила, действующая на каждый ряд сфер, будет 
равна prР sсум ~4 2 . 

Под действием двух одинаковых сил, приложенных к сферам, в со-
ответствии с теорией Герца в зоне их контакта образуется площадка  ради-
уса b (рис. 2): 

3/12

4
)1(3











 


s

ss
E

Prb  ,                                                  (1) 

центры сфер сблизятся на величину δ: 
3/1

2

222

2
)1(9











 


ss

s
rE

P
 ,                                                 (2) 

где Es и νs – упругие константы материала сфер. 
На площадку контакта действуют напряжения, интенсивность кото-

рых определяется выражением: 
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Рис. 2. Зона контакта двух сфер 

 
Для определения скоростей распространения упругих волн в грану-

лированных средах, упругие константы определяются как отношения 
средних напряжений к средним деформациям. Уравнения (1) и (2) позво-
ляют определять скорости распространения продольных волн в направле-
нии любой из координатных осей. 

При возрастании действующих на две соседние сферы сил, на вели-
чину xxs prP ~4 2 , расстояние между центрами сфер уменьшится на величину 
Δδ, тогда средняя деформация определиться выражением:  
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Отношение средних напряжений к средним деформациям имеет вид: 
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Для определения соотношений между приращениями средних 
напряжений и средних деформаций, которые появляются при распростра-
нении волн в гранулированной среде, можно воспользоваться зависимо-
стью (2), представив ее в виде: 
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Выполнив дифференцирование и необходимые преобразования, по-
лучим: 
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В механике грунтов более удобным является использование модуля 
сдвига. В таком случае выражение (7) можно представить в другой форме: 
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Используя определения средних напряжений и средних деформаций 
и соотношение (7), можно получить модуль упругости для гранулирован-
ных сред: 
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Осредненную плотность среды можно найти, разделив массу сферы 
на объем куба, в который она вписывается, имеем: 
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где ρs – плотность материала. 
Скорость распространения продольных волн в гранулированной сре-

де, сложенной из одинаковых сфер, нагруженных давлением р~ , вдоль оси, 
проходящей через точки контакта сфер, определяется выражением: 
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Как следует из анализа последнего выражения, скорости распростра-
нения продольных волн возрастают пропорционально корню шестой сте-
пени давления в грунтовом массиве, что достаточно хорошо соответствует 
экспериментам, выполненным в полевых условиях. 

При анализе распространения поперечных волн необходимо учиты-
вать касательные силы в точках соприкосновения деформируемых сфер. 

Также как и в предыдущем случае будем полагать, что в начальном 
состоянии на каждую грань элементарного объема действует нормальное 
напряжение, среднюю величину которого обозначим p~ . При распростра-
нении поперечных волн в направлении оси   необходимо рассмотреть 
средние перемещения, параллельные оси  , и средние деформации 
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Обозначим приращения касательной силы, действующей в зоне кон-
такта двух сфер: 

xys prT ~4 2 .     (12) 
В результате действия такой силы между центрами сфер появляется 

относительное смещение ΔδT (рис. 3). 
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Рис. 3. Относительное смещение под действием сдвигающей силы ΔT 
 
Как следует из работы Миндлина [1], отношение приращения силы, к 

вызванному этим приращением перемещению, аналогичное уравнению (7), 
можно представить в виде: 
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Выражая модуль упругости через модуль сдвига и коэффициент 
Пуассона, а так же используя выражение для радиуса контактной площад-
ки, уравнение (13) можно представить в виде: 

s

s

T

bT



 





2
4

.     (14) 

Для определения модуля сдвига необходимо определить отношение 
средних напряжений к средним деформациям сдвига. Для этой цели, сле-
дуя работе Миндлина [1], рассмотрим элемент гранулированной среды, 
подверженной деформации, аналогичной деформации простого сдвига 
сплошной среды (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Гранулированная среда, подверженная деформации простого сдвига 
 
На каждую сферу действуют две горизонтальные силы со стороны 

верхней и нижней соседних сфер. Эти силы вызывают вращение рассмат-
риваемой сферы по ходу часовой стрелки, пока не возникает пара сил с 
моментом противоположного знака, создаваемого вертикальными кон-
тактными силами со стороны соседних горизонтальных сфер. На каждую 
сферу действуют четыре силы. Относительные перемещения при поступа-
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тельном движении сфер в каждой точке контакта равны ΔδT. Кроме того, 
все сферы поворачиваются на угол 

s

T
r2
 

 . 

Рассмотрим вертикальные перемещения горизонтального среднего 
ряда сфер относительно крайней левой сферы (рис. 5). Средняя сфера пе-
ремещается поступательно вверх относительно левой сферы на величину 
ΔδТ и поворачивается по ходу часовой стрелки на угол Δφ. Учитывая, что 
крайняя левая сфера так же поворачивается по ходу часовой стрелки на та-
кой же угол, точка контакта сфер опускается относительно центра левой 
сферы на величину 

2
Т . Заметим, что центр средней сферы останется на 

горизонтальной линии, проходящей через центр левой сферы. Таким же 
образом можно обосновать, что при таком характере деформаций центры 
всех сфер не смещаются относительно горизонтальной оси Х . 

Рассмотрим горизонтальные перемещения сферы среднего ряда от-
носительно нижней сферы (рис. 5). Горизонтальное перемещение средней 
сферы относительно нижней – ΔδТ. Перемещение точки контакта нижней 
сферы со средней сферой вследствие вращения нижней сферы по ходу ча-
совой стрелки на угол Δφ составляет 

2
Т . Горизонтальное перемещение 

центра средней сферы при вращении ее вокруг точки контакта на угол Δφ 
также равно 

2
Т . 

 
Рис. 5. Вертикальные перемещения среднего ряда сфер 

относительно крайней левой сферы и горизонтальные перемещения сфер 
относительно нижней сферы 

 
Таким образом, суммарное перемещение центра средней сферы от-

носительно центра нижней сферы равно 2ΔδТ. Горизонтальное перемеще-
ние центра верхней сферы относительно центра нижней сферы так же  
равно 2ΔδТ. Отсюда следует, что средние деформации определяются вы-
ражением: 
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Используя выражения для средних напряжений деформаций и соот-
ношение (13), можно получить выражение для определения модуля сдвига 
для гранулированных сред:  
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Используя усредненную плотность среды и полученный усреднен-
ный модуль сдвига, найдем скорость поперечных волн в гранулированной 
среде: 
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В формулах (11) и (17) обозначим: 
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– для волн сжатия, 
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 – для сдвиговых волн. 

Тогда можно записать следующие выражения определения скоростей 
волн сжатия и сдвига в зависимости от вертикального давления: 

6
p pA p      и   6

s sA p         (18) 
Если предположить, что предварительное нагружение обусловлено 

собственным весом вышележащих слоев грунта и весом сооружения на 
поверхности, тогда величина среднего давления будет определяться выра-
жением: )(~~ HPgHp   , где g – ускорение свободного падения, H – расстоя-
ние от поверхности грунта, P(H) – давление от сооружения на глубине Н. 
Из формул (18) следует, что скорости распространения продольных и по-
перечных волн пропорциональны корню шестой степени от давления. 

Для оценки реалистичности моделей сплошных (гранулированных) 
сред выполнено сравнение теоретически полученных скоростей распро-
странения продольных и поперечных волн со скоростями распространения 
волн, измеренных в полевых или лабораторных условиях. 

На рис. 6 представлено сравнение значений скоростей распростране-
ния волн напряжений природной и искусственной сред с учетом и без уче-
та давления на свободной поверхности, полученных теоретическим путем, 
с результатами измерений скоростей распространения волн между сква-
жинами в неконсолидированных песках [3]. 
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Рис. 6. Скорости распространения волн напряжений  
в зависимости от глубины в гранулированных средах 

 
Для сравнения скоростей распространения волн напряжений, полу-

ченных  теоретических путем, с экспериментальными данными использо-
вались следующие характеристики материалов: 

s


23
~   – усредненная плотность гранулированной среды, 

)(~~ HPgHp    – усредненное давление в грунте от собственного веса 
грунта и сооружения, 

3
1 /2650 мкгs   – плотность песчинок кварцевого песка, 

3
2 /1800 мкгs   – плотность гранул из полимерного материала, 

211
1 /10 мНЕs   – модуль упругости кварца, 

28
2 /108,20 мНЕs   – модуль упругости гранул из полимерного материала, 

15,01 s  – коэффициент Пуассона для песка, 
4,02 s  – коэффициент Пуассона для гранул из полимерного материала. 

Анализ теоретических и экспериментальных результатов показывает 
хорошее совпадение для продольных волн. Замеренные скорости распро-
странения поперечных  волн значительно меньше теоретических значений. 

Скорости распространения продольных и поперечных волн, опреде-
ленные с использованием выражений (18), получаются следующие: 

 61
~107 pp   и 61 ~72 ps   (для кварцевого неконсолидированного 

песка); 
 62

~37 pp   и 62 ~16 ps   (для гранул из полимерного материала с 
песком). 

Заметим, что при учете давления от сооружения на поверхности 
грунта скорости продольных и поперечных волн увеличиваются.  
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В заключение отметим, что модели сред, состоящие из одинаковых 
сфер, как отмечается многими исследователями, достаточно хорошо опи-
сывают поведение неконсолидированных сред при распространении в них 
низко частотных упругих волн. 

Скорости распространения волн напряжений в искусственных сре-
дах, состоящих из смеси полиэтиленовых гранул и песка значительно 
меньше, скоростей распространения волн в природной (песчаной) среде. 
Из этого следует, что слои из такого материала можно использовать как 
для уменьшения сейсмических воздействий на сооружения, так и для за-
щиты от техногенных вибраций. 
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