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Таблица 2 
Результаты теплофизического эксперимента с образцом цилиндрического слоя 

 

τ, мин 50 60 70 80 90 100 110 120 
tп2, °С 37 40 42 43,5 45 46,5 47,5 49 
tц, °С 40 43,5 46 48,5 50,5 52,5 54 55,5 
tп1, °С 58,5 62 65 67,5 69,5 71,5 73 75 
λ, Вт/м⋅град 1,49 1,51 1,5 1,57 1,57 1,59 1,62 1,57 

 
Среднее значение из восьми измерений − 1,55 

Вт/м⋅град. Стационарный режим наступил по ис-
течении 360 минут от начала включения нагре-
вателя: tп1 = 87 °С, tп2 = 57 °С. Расчет по классиче-
ской формуле [3] дает λстац = 1,43 Вт/м⋅град. 
В ряде литературных источников его называют 
«кажущимся». А. М. Шкловер и др. [5] считают, 
что при наличии температурного градиента ко-
личество влаги перераспределяется, увеличива-
ясь в направлении к холодной поверхности. По-
этому приборы, основанные на стационарных 

методах измерения, могут показывать занижен-
ные значения коэффициента теплопроводности. 

Образец, представленный на рис. 2, был изго-
товлен из бетона в виде двух продольных ча-
стей, месяц выдерживался в воде и два месяца 
сушился на воздухе. 

Для сравнения приводим данные по тепло-
проводности бетона плотностью ρ = 2250кг/м3. 
При влажности 0,46, 7,8, 12,3 % коэффициент 
теплопроводности получался соответственно 
1,535, 1,673, 1,647 Вт/м⋅град [6]. 
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ВЕРОЯТНОСТНЫЙ РАСЧЕТ ЗДАНИЯ НА МАКСИМАЛЬНЫЕ РАСЧЕТНЫЕ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯ 
А. Ю. Чаускин, В. А. Пшеничкина 

Волгоградский государственный архитектурно-строительный университет 
 

Произведен расчет здания на сейсмическое воздействие уровня «максимальное расчетное землетрясение» в вероятност-
ной постановке, методом прямого интегрирования уравнений движения с учетом физической нелинейности материала 
и его повреждения. Определены несущие частоты собственных колебаний модели и их изменение во время сейсмического 
воздействия. Выведена функция зависимости значения несущей частоты от времени. На основании проведенного анализа 
изменения динамических характеристик с учетом неупругих деформаций и локальных повреждений обоснована методика 
вероятностного расчета. Получены статистические характеристики выходных параметров системы с учетом их изменения 
во времени: дисперсия, спектральная плотность, коэффициент динамичности.  

Ключевые слова: сейсмические воздействия, физическая нелинейность, метод конечных элементов, вероятностный расчет. 

 

MAXIMUM CALCULATION OF A BUILDING ON THE CREDIBLE EARTHQUAKE PROBABILITY  
A. Y. Chauskin, V. A. Pshenichkina 

Volgograd State University of Architecture and Civil Engineering 
 

The probability calculation of a building against seismic load of a “maximum credible earthquake” level is made using the direct 
integration method in view of material physical nonlinearity and its damage. The carrier frequencies of the model’s free oscillations 
are determined and their change during seismic load is estimated.  The carrier frequency versus time function is formulated. The 
probability calculation method is based on the dynamic behavior modification analysis considering plastic deformation and local dam-
age. Statistical characteristics of the system output parameters in view of their change with time are obtained: dispersion, spectral 
density, dynamic response factor. 

Keywords: seismic loads, physical nonlinearity, finite element method, probability calculation.   
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Введение 
В настоящее время расчет зданий и сооруже-

ний на сейсмическое воздействие уровня «мак-
симальное расчетное землетрясение» (МРЗ) ре-
гламентируется достаточно сложными техниче-
скими требованиями, такими как учет нелиней-
ной работы материала и расчет во временной 
области.  

В процессе землетрясения отдельные несу-
щие конструкции и их узлы получают поврежде-
ния, при этом сама система меняет свои ампли-
тудно-частотные характеристики (АЧХ), дисси-
пативные, прочностные и жесткостные свой-
ства во времени, то есть история воздействия 
будет зависеть от предыдущего состояния си-
стемы несущих конструкций в каждый момент 
времени. Данный подход нашел реализацию 
в универсальных программных комплексах ме-
тода конечных элементов (ANSYS, Abaqus и пр.) 
в виде прямых нелинейных динамических рас-
четов с использованием современных знаний 
о нелинейной работе материала. Применение 
этих комплексов позволяет достаточно по-
дробно описать напряженно-деформированное 
состояние конструкций здания при сейсмиче-
ском воздействии высокой интенсивности, 
вплоть до их разрушения. Вместе с тем при де-
терминированных расчетах остается неопреде-
ленным уровень надежности (риска), с которым 
проектируется здание на МРЗ.  

Основным и наиболее трудоемким этапом 
при оценке надежности является проведение 
вероятностного расчета. Учитывая случайный 
характер сейсмического воздействия и проч-
ностных свойств материалов конструкций, за-
дача сводится к расчету здания как стохастиче-
ски нелинейной системы с изменяющимися 
во времени параметрами под действием про-
странственно-временной нестационарной слу-
чайной нагрузки. Вероятностный расчет таких 
систем методом Монте-Карло чрезвычайно за-
труднителен, так как требует многократных 
расчетов по заданному детерминированному 
алгоритму на случайные реализации нагрузки 
и параметров системы при высокой продолжи-
тельности вычислений одного варианта (более 
20 часов).  

Решение данной задачи возможно лишь в со-
четании аналитических и численных методов 
расчета нелинейных стохастических систем 
и при разработке приемлемых для практической 
реализации методов оценки их надежности. 

Вероятностному моделированию сейсмиче-
ских нагрузок посвящено немало публикаций, 
позволяющих в корреляционном приближении 
получить численную оценку сейсмической 
надежности зданий и сооружений как линейных 
систем. Что касается моделирования законов 

изменения динамических характеристик зда-
ний при интенсивных сейсмических нагрузках 
с учетом нелинейной работы материала и воз-
можных повреждений конструкций, то этот во-
прос изучен недостаточно даже в детерминиро-
ванной постановке. 

Постановка задачи. Исходные данные 
Рассматривается 10-этажный монолитный 

железобетонный каркас, состоящий из фунда-
ментной плиты, пилонов, колонн и безбалочных 
плит перекрытий и покрытия, выполненных 
из бетона класса В25 и арматуры класса А500С. 
Геометрические характеристики и отметки 
представлены на рис. 1.  

Нагрузки принимаются следующие: статиче-
ские (собственный вес несущего каркаса и рав-
номерно распределенная нагрузка по площади 
плит перекрытий и покрытия 2 кПа) и динами-
ческая в виде случайно полученной реализации 
сейсмограммы [1; 2, с. 117], соответствующая  
8-балльному землетрясению в течении первых 
10,4 с (см. рис. 2). Коэффициенты надежности 
по нагрузке принимались равными 1.  

Сейсмическая нагрузка представлена реали-
зацией случайного процесса смещения грунто-
вого основания: 
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соответствующего случайному процессу уско-
рения: 

( ) ( ) ( )a t A t X t= %%  (2) 

где 
i

A% , 
i

B%  – случайные нормально распределен-

ные величины с нулевыми математическими 
ожиданиями и попарно равными дисперсиями: 
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где ( )н

x
S Ω  – спектральная плотность процесса 

( )X t% , 2 2
m α β= + ; 2 2

a α β= − ; 6α = с-1; 20β = с-1; 

( ) 0

tA t A t e γγ −=  – огибающая функция. 

Реализации процесса ( )u t%  вычислены 

при следующих расчетных параметрах: среднее 
значение пикового ускорения ���� 	= 2 м/с2; 
стандарт �����  = 0,816 м/с2; �� = 2,718; 	 = 3. 

Основание принималось в виде песка четве-
ричного отложения средней крупности с коэф-
фициентом пористости e = 0,45, модулем де-
формации 50E =  МПа [3] и является грунтом вто-
рой категории по сейсмическим свойствам [4]. 
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а) б) 
Рис. 1. Схема моделируемого несущего каркаса 

 

 
 

Рис. 2. Случайная реализация сейсмограммы 

 
Методика численного моделирования 
Для численного моделирования использо-

вался универсальный программный комплекс 
Abaqus, реализующий метод конечных элемен-
тов [5, 6].  

Расчет производился с использованием ме-
тода прямого интегрирования уравнений дви-
жения, в явной схеме (Abaqus/Explicit) геомет-
рически линейной постановки. 

Физически-нелинейная модель материала 
и учет повреждений учитывались моделью не-
упругой работы и повреждаемости материалов 
(Concrete Damaged Plasticity – CDP) [6], отража-
ющей передовые исследованиями в области 

нелинейного поведения хрупких материалов 
[7–11]. 

Армирование вертикальных несущих кон-
струкций моделировалось в слоях пластинча-
тых элементов (Rebar Layers) стержнями класса 
А500С, шагом 200, Ø12, защитный слой бетона 
2 см. Принималась кусочно-линейная диа-
грамма деформирования стали с пределом теку-
чести, равным 400 МПа.   

Характеристики бетона были получены пу-
тем начальной «адаптации» к СП 63.13330.2012 
[12] исследований бетона класса В50 [13] и при-
ведены в таблице 1, на основании данных таб-
лицы были построены графики (рис. 3, 4). 

Таблица 1 
Адаптированные характеристики бетона класса B25 для модели CDP 

 

Параметры при сжатии Параметры при растяжении 

Напряжения 
c

σ , 

МПа 

Полные деформа-

ции, 
,c nomε  

Неупругая дефор-

мация, 
in

с
ε%  

Напряжения 
t

σ , 

МПа 

Полные деформа-

ции, 
,t nomε  

Деформация 

трещинообразо-

вания, ck

tε%  

4,35 0,000145 0,0 0,737605 2,46E-05 0,0 
5,857363 0,000270 0,0000747 1,05 6,83E-05 0,00003333 
8,700177 0,000389 0,0000988 0,689960 0,000183 0,00016043 

11,688096 0,000544 0,0001541 0,318345 0,000290 0,00027976 
14,5 0,001245 0,0007615 0,083488 0,000687 0,00068459 

11,688096 0,002947 0,0025576 0,020877 0,001087 0,00108673 
5,868466 0,005871 0,0056754 – – – 
1,524691 0,011784 0,0117331 – – – 

Параметры материала 

Enom, ГПа v ψ т  f Кс μ, с 

30 0,2 38° 0,1 1,12 0,667 0,0* 
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Зависимость параметра разрушения от полных деформаций 

При сжатии 
,c nomε

 
0,001245 0,002947 0,005871 0,011784 - 

c
d

 0,0 0,195402 0,596382 0,894865 - 

При растяжении 
,t nomε

 6,83E-05 0,000183 0,000290 0,000687 0,001087 

t
d

 0,0 0,406411 0,69638 0,920389 0,980093 

Примечания: 

Enom – начальный модель упругости бетона; 
v – коэффициент Пуассона; 
β – угол дилатансии бетона;  
m – эксцентриситет потенциала пластического течения; 
f – коэффициент, характеризующий отношение напряжения текучести при двухосном состоянии к напряжению текучести 
при одноосном напряженном состоянии;  
Кс – инвариант напряженного состояния  
μ – параметр вязкости (равен 0 для явного метода решения). 

 

 
  

а) б) 
 

Рис. 3. График зависимости полной деформации от напряжения при сжатии (а) и растяжении (б) бетона класса В25  

(адаптация 
,t c Eσ − ). 

 

 
 

Рис. 4. График зависимости полной деформации от параметра разрушения 
,t cd  бетона класса В25 

 

Демпфирование принималось в виде аппрок-
симации комбинаций вкладов сопротивлений, 
связанных с двумя матрицами системы – матри-
цей масс и матрицей жесткости: 

[ ] [ ] [ ]R R
С M Kα β= +   (5) 

где [С], [М], [К] – матрица сопротивления масс 
и жесткости соответственно; 
�  и ��  – кон-
станты демпфирования Рэлея, представляющие 
собой инерционную (от масс) и гистерезисную 
(внутренние характеристики материала) харак-
теристики.  

Расчетные модели 
Конечно-элементная модель (см. рис. 5) 

представляет собой регулярную систему из че-

тырехузловых оболочечных конечных элемен-
тов (КЭ) для плит перекрытий, фундамента 
и пилонов, двухузловых балочных элементов 
для колонн и восьмиузловых шестигранных ко-
нечных элементов сплошной среды для массива 
основания. 

В рассматриваемой задаче основание прини-
малось упругим, изотропным, в виде массива 
высотой, равной толщине сжимаемой толщи – 
4 м. Фундамент имеет жесткий контакт к по-
верхности основания. Нелинейные свойства ма-
териала принимались для вертикальных несу-
щих конструкций по всей высоте в соответствии 
с данными «адаптации», с плотностью бетона 
2500 кг/м3, плотностью стали 7850 кг/м3. 
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а) б) 
 

Рис. 5. Общий вид исследуемых КЭ-моделей: а) симметричная схема; б) асимметричная схема 

(отсутствуют пилоны П3 и П4) 

 
Основание объекта и горизонтальные несу-

щие конструкции принимались в физически-ли-
нейной постановке: 

• для массива основания динамический мо-
дуль упругости равен 500 МПа, коэффициент 
Пуассона 0,3, плотность близка к 0 для устране-
ния эффекта «присоединенных масс»;  

• для горизонтальных конструкций модуль 
упругости принимался равным 30 ГПа, коэффи-
циент Пуассона 0,2, плотность равна 
2500 кг/м3. 

Граничные условия:  

• по низу массива основания ограничение 
на линейные перемещения, по боковым граням 
массива ограничение по нормали,  

• по фундаментной плите граничные усло-
вия в виде зависимости амплитуды от времени 
(сейсмограмма). 

Рассматривается четыре случая исходной 
схемы и сейсмического воздействия (см. рис. 6): 
симметричная и асимметричная схема (отсут-
ствуют пилоны П3 и П4), сейсмическое воздей-
ствие параллельно пилонам П1 и П3, сейсмиче-
ское воздействие под углом 45° к пилону П3. 

 

  
 

а) 
б) 

 

  
 

в) г) 
 

Рис. 6. Нумерация вертикальных несущих элементов и направлений сейсмического воздействия S:  

а) воздействие параллельно глобальной оси X, симметричная схема (А); б) воздействие под углом 45° к глобальной оси X,  

симметричная схема (Б); в) воздействие параллельно глобальной оси X, асимметричная схема (В); г) воздействие  

под углом 45° к глобальной оси X, асимметричная схема (Г)  
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Анализ частот и форм собственных коле-
баний неповрежденных моделей 

Модальный анализ производился в Abaqus/ 
Standard с помощью блочного метода Ланцоша 
с автоматическим выбором блока. 

Результатом модального анализа является 
определение «несущей» (главной) частоты соб-
ственных колебаний системы и необходимого 
диапазона частот для вычисления параметров 
демпфирования системы. 

Для симметричной модели первые пять 
форм колебаний показаны на рис. 7. 

В ходе расчета были получены численные ре-
зультаты, представленные в кратком виде в таб-
лицах 2–4 и отражающие основные формы соб-
ственных колебаний систем.  

После анализа значения собственных частот 
колебаний было выявлено, что для симметрич-
ной модели 35-я форма соответствует сумме мо-
дальных масс, равной 90,73 % по горизонталь-
ным направлениям и 85,11 % по вертикальному. 
Для асимметричной модели значения соответ-
ствуют 71-й форме, 91,23 % по горизонтальным 
направлениям и 86,39 % по вертикальному. 

 

  

1
ω =

6,229 (рад/с) 2,3ω =
8,037(рад/с) 

  

4
ω =

19,181 (рад/с) 5
ω =

30,666(рад/с) 
 

Рис. 7. Общий вид первых пяти форм собственных колебаний при начальном модуле упругости (материал не поврежден)  

симметричной модели 
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Таблица 2 
Основные результаты модального анализа 

 

№ формы Собственное число 
i

θ  
Частота 

i
ω  

Обобщенная масса 
i

m , кг 

рад/с Гц 

Симметричная модель 
1 38,796 6,229 0,991 128665 
2 64,598 8,037 1,279 125190 
3 64,598 8,037 1,279 125190 
4 367,900 19,181 3,053 115932 
5 940,433 30,666 4,881 125665 

36 71778,844 267,915 42,640 78164 
Асимметричная модель 

1 25,520 5,073 0,804 94691 
2 25,735 6,335 0,807 115509 
3 42,347 7,919 1,036 108982 
4 259,444 17,799 2,564 96724 
5 378,395 23,837 3,096 117129 

71 93279,789 317,410 48,609 16164 
 

Таблица 3 
Эффективные массы для i-ой формы 

 

,

eff

tot x
m , кг ,

eff

tot y
m , кг 

,

eff

tot z
m , кг 

,

eff

tot rx
m , кг 

,

eff

tot ry
m , кг ,

eff

tot rz
m , кг 

Симметричная модель 
386751 395976 386751 86161898 10934353 87729827 

Асимметричная модель 
335744 317933 335744 72205412 8640395 73364817 

 
Таблица 4 

Модальные коэффициенты участия для i-ой формы собственных колебаний 
 

№ формы, i Гx Гy Гz Гrx Гry Гrz 

Симметричная модель 
1 0,000 0,000 0,000 0,000 -3,871 0,000 
2 1,415 0,000 0,000 -0,001 4,245 -25,499 
3 0,000 0,000 1,415 25,499 -5,094 -0,001 
4 0,000 0,000 0,000 0,000 1,412 0,000 
5 -0,634 0,000 0,000 0,000 -1,902 -1,052 

13 0,000 1,373 0,000 -4,118 0,000 4,942 
36 0,000 0,000 0,550 -1,848 -1,981 0,000 

Асимметричная модель 
1 0,706 -0,021 0,706 12,959 -0,424 -12,972 
2 -0,301 0,000 0,301 5,611 -6,513 5,610 
3 -0,845 0,000 0,845 15,267 -4,295 15,267 
4 -0,076 0,000 0,076 0,707 -2,104 0,707 
5 -0,320 -0,026 -0,320 0,405 0,192 -0,420 

13 -0,171 1,637 -0,171 -4,501 0,103 5,483 
71 -0,593 -0,043 -0,593 2,091 0,356 -2,117 

 
Для определения «несущей» (главной) ча-

стоты собственных колебаний находим сумму 
абсолютных значений коэффициентов участия: 

2 2 2 2 2 2

,
Г Г Г Г Г Г Г

tot i x y z rx ry rz
= + + + + +  (6) 

{ } [ ]{ }
2

Г

T

i x

i

i

М Jφ

φ
=  , (7) 

где Г
i
 – модальный коэффициент участия 

(modal participation factor) [14], определяющий 
вклад от i-ой собственной формы в общий от-
клик системы от внешнего воздействия;  

{ }iφ  – вектор i-ой собственной формы; [ ]М  – 

матрица масс; { }x
J  – вектор, компонентами ко-

торого являются косинусы углов между направ-
лениями перемещений по степеням свободы 
и вектором ускорения основания; 2

iφ  – квад-

рат нормы вектора; значения Г
i
 < 0,01 принима-

ются равными 0.  
Результаты для симметричной и асиммет-

ричной моделей представлены в виде графиков 
(см рис. 8). 
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Рис. 8. График зависимости абсолютного значения коэффициента участия Г
i
 от формы собственных колебаний 

 

По результатам анализа полученных значе-
ний коэффициента участия можно сделать вы-
вод о том, что 2-я и 3-я форма собственных коле-
баний симметричной модели и 3-я форма асим-
метричной являются главными для расчета как 
по максимальному абсолютному значению, так 
и по значению по направлению сейсмического 
воздействия. Стоит отметить, что на 13-й форме 
собственных колебаний модальный коэффици-
ент участия имеет локальный пик за счет коле-
баний фундамента и плит перекрытий на всех 
этажах.  

Результаты прямого нелинейного дина-
мического расчета на сейсмическое воздей-
ствие 

В ходе расчета было выявлено, что макси-
мальные значения разрушения проявляются в 
приопорной части вертикальных несущих кон-
струкций первого этажа.  

В результате модального анализа с изменен-
ными значениями модуля упругости были полу-
чены графики частот собственных колебаний 
для случаев с измененной начальной жестко-
стью системы для симметричной и асимметрич-
ной модели и вариантов направления сейсмиче-
ского воздействия (см. рис. 9). 

По данным графикам методом наименьших 
квадратов была произведена аппроксимация 
функции несущей частоты при изменении жест-
кости системы: 

( ) ( )( )0 1t a th bt cω ω= − ⋅ − +  (8) 

где 
0

ω  – начальная частота собственных колеба-

ний, t  – время сейсмического воздействия; 

, ,a b c  – переменные, зависящие от плотности 

вертикальных несущих элементов, их жестко-
сти, равномерности их нагружения и др. 

Из формулы (8) следует, что точка (момент 
времени), в которой находится угловой коэффи-
циент, равен: 

c
t

b
= −  (9) 

а угол α  равен производной от функции ( )tω  

при ( )bt c− = 0: 

( )2

ab
ab

ch bt c
ω′ = − = −

−

 (10) 

tg abα = −   (11) 

Полученные значения расположения угла 
и его значения для четырех случаев представ-
лены в таблице 5.  

Анализ формы графика снижения жесткости 
во всех случаях показывает, что в начальной ста-
дии конструкция получает незначительные по-
вреждения, начиная с участков, расположенных 
по периметру (участок «A» на рис. 10). При даль-
нейшем воздействии эффективное сечение кон-
струкций уменьшается, напряжения перерас-
пределяются на участки с большей жесткостью 
к ядру жесткости, и в результате наступает мо-
мент лавинообразного снижения жесткости 
разной интенсивности (участок «B» на рис. 10). 
В конечной стадии бетон раздроблен, в работе 
задействована арматура, которая сдерживает 
раздробленные фракции бетона, несущая спо-
собность снижена более чем на 90 %, значения 
частот колебаний стабилизируются (участок 
«C» на рис. 10). При этом стоит отметить, что си-
стема получает серьезные повреждения, 
но остается геометрически неизменяемой. 

Таблица 5 
Характеристики угла 

 

Случай А Б В Г 
t, c 5 6,92 6,8 8,3 

α , град 15,7 8,9 4,12 2,8 
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а) 
б) 

 

 
 

 
 

в) г) 
 

Рис. 9. Графики зависимости значения главных частот колебаний от времени (серые) и аппроксимирующие функции,  

соответствующие им (черные): а) случай «А»; б) случай «Б»; в) случай «В»; г) случай «Г» 

 

 
 

Рис. 10. График аппроксимирующей функции и ее ключевые зоны 

 

Вероятностный расчет 
Проведем вероятностный расчет системы 

с учетом изменения ее жесткостных характери-
стик при сейсмическом воздействии высокой ин-
тенсивности. Учитывая, что колебания системы 
происходят с существенным преобладанием  
2-й формы, запишем уравнение ее колебаний  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
y t b t y t t y t X tω+ + =% % %&& & %   (12) 

где ( )tX
~  – стационарная случайная функция 

ускорения грунтового основания с нулевым ма-
тематическим ожиданием, дисперсией Dx и спек-
тральной плотностью (4). 

Система (12) представляет собой нестацио-
нарную стохастическую систему с медленно из-
меняющимися коэффициентами b(t) и ω(t). 
Представим функцию ( )tX

~  в виде интеграль-
ного канонического разложения 

( )
1

jt

j
j

X t V e
λ∞

=

= ∑% %  (13) 

с координатными функциями tje
λ  [15]. Тогда 

выходная случайная функция ( )ty~  также будет 

получена в виде канонического разложения 

с координатными функциями ( ), j tz t e
λ

λ : 
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( ) ( )
1

, j t

j
j

y t U z t e
λ

λ
∞

=

= ∑ %%  (14) 

Подставим координатные функции (13) 
и (14) в формулу (12), опустив индекс j: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

, ,

,

t t

t t

z t e b t z t e
t t

t z t e e

λ λ

λ λ

λ λ

ω λ

∂ ∂
   + +   ∂ ∂

=  
После несложных преобразований получим: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 2

, 2 ,

, 1

z t b t z t
t t

t b t z t

λ λ λ

ω λ λ λ

∂ ∂
+ + +          ∂ ∂

 + + = 

 (15) 

Нелинейное уравнение (15) решаем в два 
приближения. В первом приближении не учиты-
ваем производные медленно изменяющейся 
функции времени ( )λ,tz : 

( ) ( )
( ) ( )2 2

1
, 1 ,z t z t

t b t
λ λ

ω λ λ
≈ =

+ +

  (16) 

Во втором приближении учитываем первую 
производную функции ( )λ,tz , приняв ее равной 

производной функции ( )λ,1 tz , полученной 
в первом приближении [15]: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2
2 2

, 1 ,z t z t
t t

t b t
t t

t b t

λ λ

ω λ

ω λ λ

∂ ∂
≈ =

∂ ∂

∂ ∂
+

∂ ∂−
 + + 

 (17) 

Тогда 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2
2 2

2 ,

2

1

t b t z t

b t t b t
t t

t b t

ω λ λ λ

λ ω λ

ω λ λ

 + + ⋅ = 

∂ ∂ 
+ ⋅ +    ∂ ∂ +
 + + 

. 

Окончательно: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2
2 2

1
, 2 ,

2

1

z t z t
t b t

b t t b t
t t

t b t

λ λ
ω λ λ

λ ω λ

ω λ λ

≈ = ⋅
+ +

 ∂ ∂  
+ ⋅ +     ∂ ∂ + 
 + +  

  

 (18) 

Оценим погрешность приближенного реше-
ния (18) для рассматриваемой функции измене-
ния частоты ω(t): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 2

, {1 2 , 2

2 , 2 , } 100%

t z t b t
t

z t t b t z t
t

ε ω λ λ

λ ω λ λ λ

∂
= − + + ⋅      ∂

∂
 + + + ⋅    ∂

 

Как показано на графике, приведенном 
на рис. 11, относительная погрешность полу-
ченного решения ( ) %05,0, ≤tωε .  

Формула (18) определяет изменяющуюся 
во времени амплитудно-частотную характери-
стику системы (12) при λ = iΩ. Тогда статистиче-
ские характеристики выходной случайной 
функции y(t) находим по формулам: 

• дисперсия:  

( ) ( ) ( )
2

н
2 ,y x xD t D d z i t d

∞

−∞

= Ω ⋅ Ω Ω∫ ,  (19) 

где ( )Ωнxd  – интенсивность белого шума кано-

нического разложения (13); 
• спектральная плотность: 

( ) ( ) ( )
2

н
, 2 ,

y x x
S t D d z i tΩ = Ω ⋅ Ω ;  (20) 

• коэффициент динамичности системы: 

( ) ( )
( )2 y

x

D t
t t

D
β ω=   

 (21) 

Графики полученных зависимостей приве-
дены на рис. 12–13. 

 
 

 
а). б). 

 

Рис. 11. Погрешность второго приближения решения (18) нелинейного уравнения (15):  

а) пространственное представление; б) поле распределения 
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а) б) 
 

Рис. 12: а) стандарт относительного смещения приведенной системы;  

б) изменение коэффициента динамичности системы во времени 

 

 

 
 

а) 
 

 
 

б) 
 

Рис. 13. Спектральная плотность смещения приведенной системы: 

а) пространственное представление; б) поле распределения 

 

Выводы 
1. Проведен детерминированный расчет зда-

ния из монолитного железобетона на сейсмиче-
ское воздействие интенсивностью 8 баллов 
с различными вариантами расчетной схемы 
и направления воздействия. По результатам 
расчета отдельные конструкции здания полу-
чили повреждения 3–4 степени, при этом си-
стема остается геометрически неизменяемой.  

2. Анализ динамических характеристик зда-
ния показал, что использование модального ко-
эффициента участия позволяет определить 
главную (несущую) частоту и форму собствен-

ных колебаний и обосновать приведенные ха-
рактеристики системы для проведения ее веро-
ятностного моделирования. Из результатов 
видно, что во всех случаях вторая или третья 
форма является главной и обладает максималь-
ным откликом на сейсмическое воздействие. 

3. Получены графики изменения во времени 
частоты собственных колебаний при изменении 
жесткости системы в результате накопления по-
вреждений в процессе реализации землетрясе-
ния. Методом наименьших квадратов найдена 
аппроксимирующая функция, учитывающая сле-
дующие стадии снижения жесткости системы: 
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а) начальная стадия, соответствующая пара-
метру несущей частоты собственных колебаний 
неповрежденной системы. На ней конструкции 
получают незначительные повреждения на 
участках, расположенных по периметру здания; 

б) стадия лавинообразного повреждения 
конструкций, определяемая на графике функ-
ции углом касательной к горизонтальной оси 
(0 < α < 90°). Величина угла зависит от степени 
включения в работу вертикальных несущих 
конструкций и их жесткостей; 

в) заключительная стадия, характеризующа-
яся финальными повреждениями от сейсмиче-
ского воздействия и конечным значением несу-
щей частоты собственных колебаний повре-
жденной системы (α ≈ 0). 

4. На уровне вероятностного расчета здание 
рассматривается как стохастически нелинейная 
динамическая система с учетом изменения ее 
жесткостных характеристик под действием сей-
смической нагрузки. Принята модель сейсмиче-
ской нагрузки в виде стационарного случайного 
процесса с заданной спектральной плотностью. 
Изложена методика линеаризации нелинейной 
системы с применением канонического разло-
жения. Погрешность полученного приближен-
ного решения не превышает │0,08 %│. Вычис-
ленные статистические характеристики от-
клика приведенной системы – дисперсия и спек-
тральная плотность являются основой для раз-
работки методики оценки надежности здания 
при расчете на МРЗ. 
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