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Определим допустимую расчетную нагрузку 

на сваю: 
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Определение несущей способности свай 

по скважинам № 2 и 3 производятся аналогично. 

Итоговые значения несущей способности 

и допустимой расчетной нагрузки на сваи 

по всем скважинам приведены в таблице 1. 
 

Таблица 1 

Несущая способность и допустимая расчетная 

нагрузка на сваи 
 

  

Несущая 

способ-

ность, т 

Допустимая 

расчетная 

нагрузка, т 

Сква-

жина №1 

Свая СН 6-30 21,33 15,234 

Свая СН 4-30 25,307 18,076 

Сква-

жина №2 

Свая СН 6-30 20,276 14,483 

Свая СН 4-30 16,08 11,485 

Сква-

жина №3 

Свая СН 6-30 17,892 12,78 

Свая СН 4-30 13,5676 9,691 

 

Результаты расчета несущей способности 

свай по данным статического зондирования, со-

гласно [3], приведены в таблице 2. 

Таблица 2 

Результаты расчета несущей способности свай 

по данным статического зондирования 
 

Глу-

бина, 

м 

Несущая способность 

сваи, т 

Расчетная нагрузка 

на одну сваю 

(к = 1,25), т 

песча-

ные 

пылевато-

глинистые 

песча-

ные 

пылевато-

глинистые 

1 19,0 14,8 – 11,8 

2 34,9 23,3 – 18,7 

3 42,0 27,4 – 21,9 

4 50,1 32,6 – 26,1 

5 63,0 40,2 – 32,2 

6 72,2 46,8 – 37,4 

7 79,4 50,1 – 40,1 

8 133,8 102,8 107,1 – 

 

Исходя из рассмотренных материалов, 

можно заключить: 

• существующий в настоящее время свайный 

фундамент работает не на расчетную нагрузку, 

а на значительно меньшую, чем обозначенная 

в проекте, на листе 2 книги 2 – Архитектурно-

строительные решения; 

• несущая способность свай, определенная 

по трем скважинам для двух вариантов свай, 

не обеспечивает восприятия указанных в про-

екте расчетных нагрузок и не позволяет нести 

нагрузку от мансардного этажа в случае его 

устройства; 

• несущая способность свай, определенная 

по данным статического зондирования, требует 

корректировки с учетом натурных испытаний 

свай; 

• необходимо провести георадарное обсле-

дование основания с целью уточнения литоло-

гического строения [6]. 
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РАСЧЕТ СЕЙСМИЧЕСКИХ СПЕКТРОВ ОТВЕТА С ПОМОЩЬЮ РЕКУРРЕНТНЫХ ФОРМУЛ 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
 
А. В. Синельщиков  

Астраханский инженерно-строительный институт 

 
В работе рассмотрен вопрос построения сейсмических спектров ответа для целей расчета сейсмостойкости зданий и со-

оружений. Предложены рекуррентные формулы для интегрирования уравнений движения осциллятора с заданной часто-

той, позволяющие ускорить процесс получения решения. Приведено сравнение результатов интегрирования уравнения 



 Инженерно-строительный вестник Прикаспия  

 

 
16 

движения полученных прямым интегрированием уравнений движения с результатами, полученными с помощью рекур-

рентных формул для синтезированной акселерограммы СА-482. Предложенные рекуррентные формулы могут быть исполь-

зованы для расчета поэтажных спектров ответа. 

Ключевые слова: сейсмический спектр ответа, дифференциальные уравнения движения, сейсмической воздействие, ли-

нейно-спектральный метод, рекуррентные формулы, интегрирование дифференциального уравнения. 
 

The paper considers the issue of obtaining seismic response spectra for calculating seismic stability of buildings and structures. The 

author suggests recurrent formula for integrating equations of oscillator motion at a given frequency; the formulas allow speeding up 

the process of obtaining solution. The paper provides comparative analysis of integrating equations of motion obtained by direct inte-

gration of motion equations and those obtained by using recurrent formulas for synthetic accelerogram CA-482. The suggested recur-

rent formulas can be used to calculate floor by floor response spectra. 

Key words: seismic response spectrum, differential equations of motion, seismic effects, linear-spectral method, recurrence formulas, 

integration of the differential equation. 

 

Конечной целью изучения сейсмической 

опасности является использование его резуль-

татов в сейсмостойком проектировании инже-

нерных зданий и сооружений. Однако если сей-

смологи в своих исследованиях в основном рабо-

тают со спектрами Фурье [2], то инженеры 

по сейсмостойкому проектированию предпочи-

тают использовать сейсмические спектры от-

вета (ССО) [5], строящиеся для колебаний семей-

ства осцилляторов, моделирующих сооружение. 

Величина ССО отсчитывается на выходе филь-

тра с фиксированным набором затуханий ξ, за-

данных обычно в процентах от критического. 

Применение ССО позволяет достаточно про-

сто задавать сейсмическое воздействие (СВ), 

причем в одном ССО можно задать реакцию ос-

цилляторов на действие трех компонент СВ – 

двух горизонтальных и одного вертикального. 

Однако расчет по ССО дает завышенные резуль-

таты, так как все значения реакций являются 

максимальными. Также не учитывается дина-

мика воздействия, его длительность и то, что 

максимумы для различных осцилляторов насту-

пают в различные моменты времени. 

Тем не менее ССО остается СВ, определенным 

СНиП II-7-81* [6] как основная модель сейсмиче-

ского воздействия при обосновании сейсмо-

стойкости линейно-спектральным методом 

(ЛСМ). В связи с этим построение эффективных 

алгоритмов вычисления ССО при разных значе-

ниях коэффициента относительного демпфиро-

вания ξ остается актуальной задачей. 

Согласно ЛСМ конструкция рассматривается 

как набор осцилляторов (колебательных систем 

с единичной массой и собственной частотой 

(СЧ) ωm). Каждый осциллятор под воздействием 

землетрясения совершает колебания. Макси-

мальное значение ускорения как реакция коле-

бательной системы на всем протяжении дей-

ствия землетрясения является значением ССО 

для данной частоты, равной СЧ колебаний ос-

циллятора. Таким образом, ССО – это график за-

висимости максимальных значений ускорений 

набора осцилляторов от их СЧ, как правило, от 1 

до 30 Гц, и затухания. 

Для получения ССО в рассмотрение вводят 

ряд независимых колебательных систем – ос-

цилляторов и вычисляют их отклик на 0 м, чис-

ленно интегрируя уравнение движения (напри-

мер, методом Рунге – Кутта): 
22 ( )x x x y t+ ξ + ω =&& & && , (1) 

где ξ – коэффициент относительного демпфиро-

вания (ξ=0.02÷0.04); ω – СЧ осциллятора (круго-

вая частота, рад/с); ( )y t&&  – заданное СВ. Из полу-

ченного ряда выбирают максимальное значе-

ние, принимая его за реакцию осциллятора с за-

данной СЧ. 

Одним из решений уравнения движения (1) 

при нулевых начальных условиях является ин-

теграл Дюамеля: 

0

( ) ( ) ( )

t

x p w t dτ = τ − τ τ∫
, (2) 

где p(τ) – моделирующая функция (функция, за-

дающая внешнее СВ); w(t-τ) – функция, описыва-

ющая реакцию системы на импульс. В обозначе-

ниях уравнения (1) интеграл Дюамеля имеет 

вид: 

0

1
( ) ( )exp[ ( )]sin ( )

t

D

D

x t y t t d= τ −ξω − τ ω − τ τ
ω ∫ && , (3) 

где ωD – СЧ осциллятора, скорректированная с 

учетом демпфирования: 2 2

D
ω = ω − ξ . 

Из теории колебаний известно, что решение 

уравнения (1) может быть представлено в виде: 

]

0

0

( ) 0 0
0

0 0

( )

( ) ( )
( ) sin ( )

( )cos ( )

1
( ) sin ( )

t t

D

D

D

t

t

D

D t

t t
t e t t

t t t

y e t d

−ε −

−ε −τ

ψ + εψ
ψ = ω − +

ω

+ ψ ω − +

+ τ ω − τ τ
ω ∫

&

&&

 (4) 

Здесь t0 – начальный момент времени инте-

грирования; ε  – абсолютное демпфирование 

по m-ой форме колебаний: 

ε =ξω; (5) 

Выражение (4) состоит из двух частей и со-

держит общее решение, описывающее свобод-

ные колебания осциллятора и содержащее 

начальные условия в виде смещения и скорости 

в момент времени t0, и частное, описывающее 

вынужденные колебания в виде интеграла 
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Дюамеля. Используя известные тригонометри-

ческие формулы, общее решение в (4) можно 

представить в виде: 

1 1 1( ) [ sin cos ]cв t

D D
t c e a t b t

−εψ = ω + ω , (6) 

где c1, a1 и b1 – постоянные величины, связанные 

с начальными условиями и равные: 

0

0 0
1 0 0 0

0 0
1 0 0 0

1

( ) ( )
cos ( )sin ;

( ) ( )
sin ( )cos ;

.

D D

D

D D

D

t

t t
a t t t

t t
b t t t

c e
ε

ψ + εψ
= ω + ψ ω

ω

ψ + εψ
= − ω + ψ ω

ω

=

&

&  (7) 

Дифференцированием могут быть получены 

рекуррентные выражения для скорости: 

1 2 2( ) [ sin cos ]cв t

D D
t c e a t b t

−εψ = − ω + ω& , (8) 

где 

2 1 1

2 1 1

,

,

D

D

a a b

b a b

= ε + ω

= ω − ε
 (9) 

и ускорения: 

1 3 3( ) [ sin cos ]cв t

D D
t c e a t b t

−εψ = ω − ω&& , (10) 

где 

3 2 2

3 2 2

,

.

D

D

a a b

b a b

= ε − ω

= ω + ε
 (11) 

На рис. 1 показаны графики свободных ко-

лебаний осциллятора с СЧ ω = 6 Гц при ξ = 0,02, 

полученные прямым интегрированием уравне-

ния (1) (пунктир) и с использованием рекур-

рентных формул (6), (8) и (10) при 
0( )tψ = 0 

и 
0( )tψ& = –1. 

 

а) 

 
 

б) 

 
 

в) 

 
 
 

Рис. 1. Свободные колебания осциллятора с СЧ ω = 6 Гц при ξ = 0,02, полученные прямым интегрированием уравнения (1) 

(пунктир) и с использованием рекуррентных формул (6), (8) и (10) при Ψ���� = 0 и Ψ� ���� = –1: 

а – перемещение; б – скорость; в – ускорение 
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Выносом за знак интеграла переменного 

предела интегрирования и использованием 

тех же формул разложения частное решение 

в (4) можно привести к виду: 

1 2( ) [ sin cos ]
t

вын

D D

D

e
t S t S t

−ε

ψ = ω − ω
ω

, (12) 

где 

0

1 ( ) cos

t

D

t

S y e d
ετ= τ ω τ τ∫ &&

, (13) 

0

2 ( ) sin

t

D

t

S y e d
ετ= τ ω τ τ∫ &&

. (14) 

Прямое вычисление интегралов (13)–(14), 

входящих в формулу для расчета вынужден-

ных колебаний (12), известными численными 

методами требует значительных вычисли-

тельных затрат ввиду того, что для получения 

решения в любой точке интегрирование необ-

ходимо начинать с начального времени t0. Бо-

лее эффективно вычисления S1 и S2 целесооб-

разно проводить с использованием рекур-

рентных формул: 
(1) (1)( ) [ sin cos ]ktвын

k k D k k D k
t e r t p t

−εΨ = ω − ω , (15) 

где 
(1) (1)

1 1

(1) (1)

1 1

(1) (1)

0 0

( );

( );

( ) cos ;     

( ) sin ;

=  ; 0.
2

k

k

k k k k

k k k k

t

k k D k

t

k k D k

D

r r

p p

y t e t

y t e t

r p

− −

− −

ε

ε

= + µ β + β

= + µ α + α

β = ω

α = ω

τ
µ = =

ω

&&

&&

 (16) 

В (15) и (16) k – номер точки траектории си-

стемы. Дифференцированием могут быть по-

лучены рекуррентные формулы для скорости: 
(2) (2)( ) [ sin cos ]ktвын

k k D k k D k
t e r t p t

−εΨ = − ω + ω& , (17) 

где 

(2) (1) (1)

(2) (1) (1)

,

,

k k k D

k k D k

r r p

p r p

= ε − ω

= ω + ε

 (18) 

и ускорения 
(3) (3)( ) [ sin cos ]ktвын

k k D k k D k
t e r t p t

−εΨ = ω − ω&& , (19) 

где 
(3) (2) (2)

(3) (2) (2)

,

.

k k k D

k k D k

r r p

p r p

= ε − ω

= ω + ε
 (20) 

Полное ускорение осциллятора будет скла-

дываться из его собственного ускорения (19) 

и внешнего воздействия ����	�: 

( ) ( )вын вын

полн k k
t y tΨ = Ψ +&& && && . (21) 

Дополнительно, для повышения скорости 

расчетов в формулах (24) тригонометрические 

функции и функцию экспоненты также вычис-

лим с помощью рекуррентных формул: 

1

1 1 2 1

2 1 1 1

3

1 2 3

sin cos sin ;

cos cos sin ;

;

sin ; cos ; .

k k

D k D k D k

D k D k D k

t t

D D

t u t u t

t u t u t

e u e

u u u e

−

− −

− −

ε ε

ετ

ω = ω + ω

ω = ω − ω

=

= ω τ = ω τ =

 (22) 

Практическое применение формул пока-

жем на примере синтезированной акселеро-

граммы СА-482 [4] (рис. 2). Данная акселеро-

грамма создавалась по методике [1], согласно 

которой рассматривался квазисинусоидаль-

ный колебательный процесс с непрерывно 

и определенным образом возрастающей ча-

стотой. Задаваемая в различных интервалах 

частоты скорость ее изменения обеспечила ре-

зонанс осциллятора для частотных зон в диа-

пазоне от 2 до 10 Гц. В начале процесса ампли-

туда акселерограммы ����� максимальна, а за-

тем быстро снижается в два раза. При этом 

спектры ответа в данных зонах плавно 

и непрерывно (без существенных провалов 

и пиков) возрастают, выходят на постоянный 

уровень и, наконец, снижаются (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 2. Синтезированная акселерограмма СА-482 [4] 
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Рис. 3. ССО синтезированной акселерограммы СА-482 при различных значениях ξ:  

1 – ξ = 0,02; 2 – ξ = 0,04; 3 – ξ = 0,07; 4 – ξ = 0,1 

 

Согласно [4] преимущества использования 

СА-482 заключаются в следующем: 

1. СА-482 не избирательна к собственным 

частотам объекта? и при отклонениях их значе-

ний в ту или другую сторону, из-за конструктив-

ных изменений или погрешностей моделирова-

ния, уровни ответа объекта (в том числе по-

этажных акселерограмм и спектров ответа) 

на это воздействие не будут иметь резких изме-

нений. Аналоговые акселерограммы, напротив, 

являются частотно-избирательными. Ответная 

реакция объекта при таких воздействиях может 

сильно изменяться в зависимости от его соб-

ственных частот. 

2. СА-482 имеет малую продолжительность 

(4,3 с) по сравнению с большинством аналоговых 

акселерограмм (15–30 с), что существенно сни-

жает трудоемкость расчетов и затраты времени. 

3. СА-482 обобщает в себе свойства всех ти-

пов акселерограмм: низкочастотных (Бухарест), 

высокочастотных (Газли) и среднечастотных 

(Эль-Центро). Ее можно использовать вместо 

регламентируемой [3] группы аналоговых аксе-

лерограмм (обычно из 4–10 штук). 

4. С помощью трех ортогональных акселе-

рограмм СА-482 можно моделировать синхрон-

ное трехкомпонентное сейсмическое воздей-

ствие для консервативных расчетов сложных 

пространственных объектов. Применение 

в этом качестве аналоговых акселерограмм со-

пряжено со значительными неопределенно-

стями в подборе компонент по их частотным ха-

рактеристикам, длительностям, интенсивно-

стям, фазовым сочетаниям, моментам времени 

проявления наибольшего влияния. Использова-

ние группы совместных трехкомпонентных за-

писей акселерограмм устраняет перечисленные 

выше неопределенности. Однако такие записи 

чрезвычайно редки, и они также не решают про-

блемы достаточной консервативности (надеж-

ности) расчета. 

Как видно из рис. 3, максимальное значение 

ССО синтезированной акселерограммы СА-482 

при ξ = 0,02 соответствует частоте ω = 6 Гц. 

На рис. 4 показана реакция осциллятора с СЧ 

ω = 6 Гц при ξ = 0,02, полученная прямым инте-

грированием уравнения (1) (пунктир) и с ис-

пользованием рекуррентных формул (15), (17) 

и (21). 

Полное смещение по каждой из форм колеба-

ний для любого момента времени может быть 

получено путем суммирования (6) и (15): 

( ) ( ) ( )cв вын
t t tψ = ψ + ψ . (23) 

Учитывая (6) и (7), рабочая формула (23) 

для расчета k-ой точки траектории по рассмат-

риваемой форме колебаний имеет вид: 
(1) (1)

2 2
( ) [( )sin ( )cos ]kt

k k D k k D k
t e a r t b p t

−εΨ = + ω + − ω , (24) 

2 1 1 2 1 1; .a ac b bc= =  (25) 

Аналогичным образом, путем суммирования 

(8) и (17), а также (10) и (21) могут быть полу-

чены выражения для скорости:  
 

(2)

3

(2)

3

( ) [ ( )sin

( )cos ]

kt

k k D k

k D k

t e a r t

b p t

−εΨ = − + ω +

+ + ω

&
, (26) 

где  

3 2 1 3 2 1; .a a c b b c= =  (27) 

и ускорения: 
 

(3)

4

(3)

4

( ) [( )sin

( )cos ] ( )

kt

k k D k

k D k k

t e a r t

b p t y t

−εΨ = + ω −

− + ω +

&&

&&

, (28) 

где  

4 3 1 4 3 1; .a a c b b c= =  (29) 

При расчете сооружений по ЛСМ, находя-

щихся в зданиях и воспринимающих СВ как вто-

ричные системы, используют поэтажные сей-

смические спектры ответа (ПССО). При построе-

нии ПССО используются те же формулы, что 

и для ССО, однако исходным СВ является ПА, по-

лученная для конкретной конструкции на за-

данной высотной отметке. Получаемый ПССО 

как решение уравнения (1), так же как и ПА, от-

ражает реакцию конструкции на заданной вы-

сотной отметке. 
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а) 

 
 

б) 

 
 

в) 

 
 

Рис. 4. Реакция осциллятора с СЧ ω = 6 Гц при ξ = 0,02, полученная прямым интегрированием уравнения (1) (пунктир) 

и с использованием рекуррентных формул (15), (17) и (21): а – перемещение; б – скорость; в – ускорение 
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