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В данной работе рассмотрена задача получения математической модели динамиче-

ского многосвязного объекта. Наиболее ярким примером многосвязных систем, в кото-

рых влияние взаимосвязей достаточно сильно, являются манипуляторы промышленных 

роботов. Отметим, что математическое описание динамики манипуляторов сильно не-

линейно, и для многих алгоритмов не допускается его использования без линеаризации. 

Полученная модель позволяет исследовать различные алгоритмы управления. 

Ключевые слова: многосвязный объект, математическая модель, манипулятор, 

приводы. 
 

In this paper we consider the problem of obtaining a mathematical model of dynamic 

multivariable object. The most striking example of multiply connected systems, in which the 

effect of the relationship is strong enough, are the manipulators of industrial robots. It should 

be noted that the mathematical description of the dynamics of manipulators strongly nonline-

ar, and many algorithms are not allowed to use it without linearization. The resulting model 

allows us to explore different control algorithms. 

Keywords: multiply the object, a mathematical model, the manipulator, drives. 

 

В настоящее время происходит один из самых интенсивных процес-

сов развития средств и методов построения автоматизированных систем 

управления технологическими процессами и производствами. Пересмат-

риваются практически все аспекты таких систем управления: структура и 

состав технических средств, распределение функций между различными 

техническими средствами, алгоритмы реализации отдельных функций, 

роль математических моделей в процессе управления, формы и содержа-

ние взаимодействия людей и техники. Наличие большого числа связанных 

между собой подсистем, которые влияют друг на друга, усложняет тради-

ционные проблемы управления, и на передний план выдвигается требова-

ние децентрализации. Использование децентрализованных алгоритмов от-

вечает самой природе больших взаимосвязных систем, так как она предпо-

лагает распределенность компонент системы в пространстве, а децентра-

лизованная структура управления позволяет получить более качественные 
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и надежные системы управления, поскольку приближает управляющий ор-

ган к объекту и значительно упрощает структуру системы.  

Математическая модель робота 
Рассмотрим две степени свободы (рис. 1), соединенные вращатель-

ным соединением. Тогда структура совпадает с двухзвенным плоским ма-

нипулятором, которая позволит учесть взаимовлияния, существующие 

между выбранными кинематическими парами.  
 

 
 

Рис. 1. Двухзвенный плоский манипулятор с вращательными сочленениями 

 

Рассмотрим манипуляционную систему, которая состоит из механи-

ческой части системы и приводов, обеспечивающих работу отдельных сте-

пеней подвижности механизма. Каждая из степеней подвижности манипу-

лятора снабжена отдельным приводом [1]. Используя уравнения Лагранжа 

II рода, динамические уравнения движения в кинематических парах робота 

можно представить системой нелинейных дифференциальных уравнений 

)(),()()()( θθθθθτ chtDt ++= &&& , 

где )(tτ  – n-мерный вектор обобщенных сил, создаваемых приводами; 

),...,()( 1 nqqcolt =θ  – n-мерный вектор обобщенных координат манипулято-

ра; ),...,()( 1 nqqcolt &&& =θ  – n-мерный вектор скоростей манипулятора; 

),...,()( 1 nqqcolt &&&&&& =θ  – n-мерный вектор ускорений манипулятора; )(θD  – 

симметрическая матрица инерции; ),( θθ &h  – вектор сил Кориолиса и цен-

тробежных сил; )(θc  – вектор гравитационных сил. 

Для описания вращательных связей между соседними звеньями вос-

пользуемся представлением Денавита – Хартенберга. Данное представле-

ние основано на формировании однородной матрицы преобразования из i-

ой системы координат в (i+1)-ую. Матрица имеет вид: 
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где iθ  – присоединенный угол; iα  – угловое смещение; id  – расстояние 

между пересечениями оси 1−iz  с осью ix  и началом (i-1)-ой системы коор-

динат; ia  – линейное смещение. 

Для рассматриваемого частного случая робота выбраны следующие 

числовые параметры звеньев: 91,151 =m кг, 36,112 =m кг, 

432,021 === lll м. Такой выбор определил их соответствие звеньям 2 и 3 

манипулятора робота Puma 560 фирмы Unimation. Присоединенными пе-

ременными являются углы 1q  и 2q . Параметры звеньев имеют значения 

021 == αα , 021 == dd , laa == 21 . Тогда матрица однородных преобра-

зований координат имеет вид: 
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В предположении равенства нулю всех центробежных моментов 

инерции получаем формулу для матрицы псевдоинерции: 
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Используя полученные матрицы, получим выражения для элементов 

матрицы инерции )(θD : 

2
2

2
2

2
2

111 cos3431 qlmlmlmD ++= , 2
2

2
2

22112 cos2131 qlmlmDD +== , 
2

222 31 lmD = . 

Слагаемые, описывающие центробежное ускорение и силы Кориолиса: 

212
2

2
2
22

2
21 sinsin21 qqqlmqqlmh &&& −−= , 2

12
2

22 sin21 qqlmh &= . 

Для слагаемых, определяющих влияние гравитационных сил, имеем: 

12122111 coscos21cos21 qglmqglmqglmc ++=  

)cos(21 2122 qqglmc += . 

Для замыкания системы уравнений необходимо получить выражения 

для обобщенных моментов в шарнирах. Здесь будут рассмотрены приводы 

с электродвигателями постоянного тока, математическая модель которых 

задана в виде системы дифференциальных уравнений с постоянными ко-

эффициентами [2]: 
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где iI  – ток ротора электродвигателя (А); iu  – напряжение на якоре двига-

теля (В); 
icB  – вязкое трение ( с/радмH ⋅⋅ ); 

irL  – индуктивность ротора 

(Гн); 
irJ  – момент инерции ротора (кг 2m⋅ ); 

irR  – сопротивление роторной 

обмотки (Ом); 
iMC  – коэффициент пропорциональности момента 

( м/АH ⋅ ); 
iEC  – коэффициент пропорциональности ЭДС ( с/радВ ⋅ ).  

Рассмотрим i-ый шарнир манипулятора [3]. Баланс моментов для него: 
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Здесь ijd , ih , ic – коэффициенты матрицы )(θD , векторов ),( θθ &h  и )(θc . 

Тогда для i-ого звена имеем: 
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Здесь iu – управляющие воздействия, являющиеся напряжением дви-

гателя постоянного тока, на величину которого наложено амплитудное 

ограничение. Параметры механической части робота предполагаются пе-

ременными и неизвестными, а их изменения считаются относительно 

быстрыми. Параметры приводов меняются очень медленно, причем этим 

изменением можно пренебречь. Таким образом, можно синтезировать 

управление, предполагая, что модели приводов предварительно определе-

ны и неизменны. Тогда для манипулятора справедливы уравнения 
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где ME , rIE , ωE , IE – диагональные )( nn× -матрицы с элементами MiС , 

riL , EiC  и riR   соответственно; ),...,( 1 nIIcolI = . Уравнение содержит мат-

рицы следующего вида: 
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где im  и lli =  – массы и длины i-ых звеньев, )sin( ii qS = , )cos( ii qC = , 

)cos( jiij qqC += , 2,1=i . 
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Учитывая уравнения двигателя, получим модель замкнутой системы 

в пространстве состояний, которую будем использовать для формирования 

системы управления манипулятором: 

,,1,

,

nixLy

cGhGuBxAx

iii

iiiiiiiii

==

+++=&

 

где вектор состояния [ ]Tiii
T
i Iqqx ,, &= , а матрицы iiii LGBA ,,,  имеют вид: 
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Полученные векторные уравнения для двузвенного манипулятора 

могут быть использованы для моделирования систем управления, так как 

включают сигнал управления u.  
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В статье рассмотрен вопрос о создании базы знаний по физико-техническим эф-

фектам, которую планируется использовать на этапе концептуального проектирования 

биосенсоров. Описано около 40 физико-технических явлений, приведены структура ба-

зы знаний и форма паспорта описания физико-технического эффекта. В основе класси-

фикации физических явлений в базе знаний лежит энергоинформационная модель це-

пей (ЭИМЦ). Эта модель специально ориентирована на проектирование новых прин-

ципов действия чувствительных элементов (сенсоров) и инвариантна к физической 

природе процессов, протекающих в них, так как конструирование биосенсоров отно-

сится к области междисциплинарных исследований. Использование информационной 


