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В статье выводятся необходимые и достаточные условия замкнутости алгебраической суммы замкнутых выпуклых мно-
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Целью настоящей работы является исследо-

вание замкнутости алгебраической суммы Ω	 �
	A � B		двух замкнутых выпуклых множеств 

в �� . По определению алгебраической 

суммы		Ω	 � 	 	a � b ∶ 	a	ϵ	A, b	ϵ	B�		. Очевидно, что 

если одно из множеств А или В компактно, то Ω 

замкнуто. 

Хорошо известный пример на двумерной 

плоскости, где А	 � 	 	��, �� ∶ 	��	 � 	1, �	 � 	0, B	 �
		�x, y� ∶ 	xy	 � 	�1, x	 � 	0�, для которого множе-

ство � – верхняя открытая полуплоскость, пока-

зывает, что в общем случае сумма замкнутых 

выпуклых может оказаться незамкнутой. Полу-

ченные результаты свидетельствуют, что в не-

котором смысле этот пример типичен. Специ-

фика задачи такова, что естественнее исследо-

вать необходимые и достаточные условия неза-

мкнутости, а затем уже собрать из них необхо-

димые и достаточные условия замкнутости. 

Определение l. Множество � называется ко-

нусом, если из �, �	�	�,  , ! � 0 следует  � �
!�	�	�, конус � называется нормальным, если 

� ∩ 	��� � 0, и телесным, если #$%� & 	Ø.  
Определение 2. Множество ) называется 

цилиндром к-го порядка (* � 1� с образующей 

�+ , если из ��) следует � � �+ ⊂ 		), и строго 

к-го порядка, если )/�+ не цилиндр. 

Определение 3 [1]. Конус К – внутренний ко-

нус множества А в точке �₀�Ᾱ, если 	�₀ � ��\�₀	 ⊂
) и не существует конуса �₁, такого, что � & �₁, 
�	 ⊂ �₁ и 	�₀ � �₁�\�₀		 ⊂ ). Внутренний конус 

в точке �₀ обозначим через �23�)�, и если он 

не зависит от точки, то просто ��)�. 

Определение 4. Конус K называется кону-

сом, порожденным точкой �₀ как вершиной 

и множеством ), если � � U
567

%�) � �₀�. Обозна-

чается он ���₀, )�. 
Определение 5. Пусть множество ) выпукло 

и замкнуто. Афинная к-мерная плоскость 

8+�* � 1� асимптотна к ), если:  

1) 8+ ∩ ) � Ø;  

2) ⍴�8+ , )� � 0. 

Афинная к-мерная плоскость опорна к ) 

в �₀�), если �₀�8+  и 8+  можно включить в гипер-

плоскость, опорную к ) в точке �₀. 
Приведем без доказательства несколько 

лемм. 

Лемма 1. Пусть � – телесный конус, ) – огра-

ниченное множество, тогда найдется такая 

точка :, что конус � � е поглотит множество ), 

то есть )	 ⊂ 	� � :. 

Лемма 2. Пусть �₁, �₂ – нормальные замкну-

тые конусы такие, что �₁ ∩ 	��₂� � 0. Тогда 

найдутся нормальные телесные замкнутые ко-

нусы �<, �=, такие, что �>\	0� 	⊂ #$%�<,			�₂\	0� 	⊂
	#$%�= и �< ∩ 	��=� � 0. 

Лемма 3. Пусть ) – замкнутое выпуклое не-

ограниченное множество, тогда:  

1) внутренний конус замкнут, не зависит 

от точки;  

2) ) – цилиндр строго к-го порядка тогда 

и только тогда, когда ��)� – цилиндр строго к-

го порядка. 

Лемма 4. Пусть	) замкнутое выпуклое мно-

жество с нормальным внутренним конусом 
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��)�, и ?�), �� � ?7 @ ∞ , тогда произвольный 

телесный конус �>, строго содержащий ��)� (то 

есть ��)�\	0� 		⊂ #$%�₁�, может поглотить ) 

при помощи сдвига, то есть найдется точка :, та-

кая, что )	 ⊂ 	�₁ � :. 

ТЕОРЕМА 1. ), B – замкнутые, выпуклые не-

ограниченные подмножества �� , Ω � ) � B. 

Пусть Ω незамкнуто, тогда:  

1) ��)� ∩ 	���B�� & 0 и, следовательно, Ω 

является цилиндром с образующей содержащей 

��)� ∩ 	���B��; 
2) при факторизации по �+  �1 � * � D � 1� – 

максимальной цилиндрической образующей Ω 

хотя бы одно из множеств )+, B+  незамкнуто, бо-

лее того: )+ � B+ & Ω+  �)++B+ � Ω+�. 
Здесь π: �� → ��/�+ , )+ � F�)�, B+ � F�B�, 

Ω � Ω+ ∗ �+ , Ω+  – незамкнуто; 

3) найдется асимптотная плоскость 8H+  

у множества ) (или 8I+  у B�, найдется опорная 

или асимптотная плоскость 8I+  (или 8H+� такие, 

что 8H+||8I+||�+ , 

���J, )+� ∩ K��LM�B+�N � 0, где �J � F�8HO�, 
�J � F�8IO�. 

���J, )+) – конус, порожденный множеством 

)+ и точкой �J. 

�2M�B+� – внутренний конус множества B+  

в точке �J. 

Заметим, что из сказанного следует: 

�J �)+\)+ , �J		�	B+. 

Доказательство. 1. Пусть PQ�	Ω, PQ → PJ�	Ω\
Ω. Отсюда следует, что PQ � PQ � �Q , 	PQ� ограни-

чена, 	�Q� и 	�Q� неограничены. Имеем �Q � PQ �
�Q ,  

||�Q|| � ||PQ|| � ||�Q||,
||2S||

||LS||
	� 

T

U|LS|U
� 1 → 1.    

Имеем �Q � PQ � �Q ,	U|�Q|U � U|PQ|U � U|�Q|U,					
||LS||

||2S||
	� 

T

U|2S|U
� 1 → 1   

Итак, мы доказали, что 

lim
Q→J

||�Q||
||�Q||

� 1. 

Рассмотрим PQY � �Q/||�Q||, �QY � �Q/||�Q||. Вы-

делив сходящуюся подпоследовательность и пе-

ренумеровав, считаем, что: �QY → �JY , �QY → �JY .  

Рассмотрим cos]Q � ��QY,�QY� � �2S,LS�

U|2S|U||LS||
�

� ||2S||

||LS||
� �2S,^S�

U|2S|U||LS||
→ �1, поэтому �JY,� ��JY . 

Имеем 0 & �J���)� ∩ 	���B�� ⟹ Ω+  – цилиндр 

с образующей содержащей ��)� ∩ 	���B�� 
2. Пусть Ω – цилиндр строго к-го порядка с об-

разующей �+ 		�1 � * � D � 1�. Рассмотрим π: 

�� � ��/�+, получим Ω+ � F�Ω�, Ω+  неза-

мкнуто, и Ω+  не цилиндр. 

Если )+ � B+ � Ω+ , а Ω+  незамкнуто, то 

по пункту 1 Ω+  – цилиндр. Получили противоре-

чие. Итак, существуют PJ�	Ω+ 	\Ω+ , �J�Ā+\	)+ 

(или �J�Ā+�, �J�B+ (или �J�B+\B+�, такие, что 

PJ � �J � �J. 

3. Обозначим 8H+ � Fa>��J�, 8I+ � Fa>��J�, по-

этому 8H+  асимптотна к ) и 8I+  асимптотна или 

опорна к B. 

Если ���J, )O� ∩ K��LM�BO�N � b & 0, то не-

замкнутый луч 	�J � %b: % d 0�		⊂ BO  и суще-

ствует %∗	 d 0, такое, что 

�J � %∗b � e		 ∈ 	e � 	�J � %b: % d 0� 		⊂ �O  . 

Противоречие. Итак, мы доказали следую-

щее: ���J, )O� ∩ K��LM�BO�N � 0. 

Следствие. �>, �g – замкнутые конусы,	�> ∩
		��g� � 0, отсюда следует, что �> � �g замкнуто. 

Мы получили достаточные условия неза-

мкнутости суммы двух выпуклых множеств, 

хотя бы одно из которых незамкнуто. Заметим, 

что сумма незамкнутых неограниченных вы-

пуклых множеств может оказаться замкнутой. 

Пример. Пусть ), B	–	подмножества �g, та-

кие, что: 	)>	 � 	��, ��: � � �g	�,	) � )>\	0� , B �
	��, ��: �� � 1, � � 0�. 

Можно видеть, что множество � не является 

верхней полуплоскостью, а только ее частью, 

то есть множество � не цилиндр, и )̅ � B	 ⊂
		� �d )	j � B � �. 

Если � незамкнуто, то по теореме 1 � – ци-

линдр. Противоречие, поэтому множество � за-

мкнуто. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть ),B – выпуклые множе-

ства, A – незамкнуто. Если существуют такие 

�J ∈ )̅	\), �J ∈ 	Bk , что �j��J, )� ∩ K��LM�Bk�N � 0, 

то множество � незамкнуто. 

Замечание. Поскольку множество B вы-

пукло, то �LMkkkkk�B� � �LM	�Bk� � ��Bk�, поэтому тео-

рему 2 можно сформулировать так:  

Пусть �J ∈ )̅	\), �j��J, )� ∩ 	���Bk�� � 0. То-

гда множество � незамкнуто. 

Предыдущая формулировка подчеркивает 

симметрию между теоремами 1 и 2. 

Доказательство. Можно считать 0 ∈ )̅	\), 
�j�0, )� ∩ 	��j�B�� � 0. Обозначим �j�0, )� �
�>	, �j�B� � �g,	�< � �> � �g. 

Пусть конусы �>, �g – нормальны, по лемме 2 

можно считать, что они телесные, а по лемме 4 

можно считать, что B		 ⊂ 	�g.  

Рассмотрим �< � �>	 � �g. Поскольку �> ∩
	��g� � 0, то по теореме 1 конус �< замкнут 

и нормален. 

Введем отношение порядка в ��  при помощи 

конуса �<:  
� � � @�d � � � ∈ �<,		� d � @�d � � � 

и � & �.				), Bk 		⊂ 	�<.   

Множество Bk  замкнуто, поэтому из теоремы 

о минимальном элементе l2n		следует, что суще-

ствует �∗ ∈ Bk  такой, что � � �∗ при всех ��Bk . То-

гда 0 � �∗ � �∗. И	точка		�∗ не принадлежит мно-

жеству �. 

Действительно, если �∗ ∈ � �d ∃� ∈ ), � ∈ B 

такие, что � � � � �∗ �d � � �∗ � �,		� ∈ )		 ⊂
		�<, � & 0 �d �∗ @ �.  
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Мы пришли к противоречию. 

Но 0 ∈ )̅		, �∗ ∈ Bk 			�d 				 �∗ ∈ �∗, поэтому � 

незамкнуто. 

Пусть �>, 	�g – произвольные не обязательно 

нормальные конусы, то есть �>, �g – цилиндры 

порядка n, k, поэтому �> � �>v w �Q , �g � �gv w �O , 

где �>v,	�gv  уже нормальны. По условию:  

�> ∩ 	��g� � 0 �d �>v ∩ K��gvN � 0,�Q ∩ �O � 0.  
�g – внутренний конус B �d B � Bx w �O . 

Но совсем не обязательно, чтобы множество 

А было цилиндром, поэтому )y � )/�O может 

оказаться замкнутым, и простая редукция к ча-

сти 1 не проходит. 

Рассмотрим )y> � )y\K0xN. Считаем, что )y, Bx  ко-

нонически вложены в �� . Применяя часть 1, по-

лучим, что существует �z∗, минимальный в Bx . Вы-

берем представителя �∗��z∗. 
Докажем, что �∗ не принадлежит множе-

ству	�. Пусть � ∈ )	, � ∈ B	, � � � � �∗ �d �z �
� �Y �∗v �d �z � 0x, �z � �∗v �d � ∈ �Q , �∗ � � ∈ �+	,	
	�Q ∩ �0O � 0 �d � � 0.  

Но точка 0 не принадлежит множеству	). 

Противоречие, и поскольку �∗ ∈ �k , то множе-

ство � незамкнуто. Теорема доказана. 

Теперь легко собрать из теорем 1, 2 необхо-

димые и достаточные условия замкнутости. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть множества A, B – выпуклы, 

замкнуты, � � ) � B. 
Для замкнутости � необходимо выполнение 

одного из условий: 

1) #$%��)� ∩ 	���B�� & ∅ или ��)� ∩
	�#$%��B�� & ∅; 

2) ��)� ∩ 	���B�� � 0	; 

3) пусть �O  – максимальная цилиндрическая 

образующая �; ∀8HO  – к-мерных асимптот А (или 

8IOасимптот множества В); ∀8IO  – к-мерных опор-

ных или асимптотных плоскостей В (или 

8HOмножества	)) таких, что 8HO//8IO//�O  выпол-

нялось �j��J, )O� ∩ K��jLM	�BO�N & 0, �J �
F�8HO�,	)O	 � F�)�,	F: �� → ��/�O . 

Пункты 1–2 являются также и достаточ-

ными. Пункт 1 будет доказан в теореме 4. 

Пункты 2, 3 следуют из теорем 1, 2. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть А, В – выпуклые, замкну-

тые множества,	� � ) � B. Для замкнутости � 

достаточно выполнения одного из следующих 

условий: 

1) #$%��)� ∩ 	���B�� & ∅ или ��)� ∩
	�#$%��B�� & ∅; 

2) ��)� ∩ 	���B�� � 0	; 
3) пусть �O  – максимальная цилиндрическая 

образующая �; ∀8HO  – к-мерных асимптот А (или 

8IO-асимптот В); ∀8IO  –к-мерных опорных или 

асимптотных плоскостей В (или 

8HO 	множества	)) таких, что 8HO//8IO//�O выпол-

нялось 	���J, )O� ∩ K��LM	�BO�N & 0, где �J �
F�8HO�,	�J � F�8IO�, BO	 � F�B�,		F: �� → ��/�O . 

Пункты 1, 2 следуют из теорем 1, 2 в случае 1. 

� � �� , то есть � замкнуто. 

Как следствие пункта 2 получим, что � за-

мкнуто, если ��)� � ��B�. Действительно, если 

��)� нормален, то ��)� �∩ 	���)�� � 0. А если 

��)� не нормален, то ��)� � ���)y� w �Q , ) � )y w
�Q , B � Bx w �Q ,	���)y� � ���Bx� и конус ���)y� уже 

нормален. 
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