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УДК 621.311 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ИСТОЧНИКОВ ЭНЕРГИИ 
ДЛЯ МАЛОЭТАЖНОГО СТРОИТЕЛЬСТВА В РЕСПУБЛИКЕ ДАГЕСТАН  
С. С. Таргачев*, И. С. Просвирина** 
*Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет 
**Астраханский государственный архитектурно-строительный университет 
 
Выполнен анализ наиболее перспективных возобновляемых источников энергии на характер использования их на терри-

тории республики Дагестан. Даны обоснования неэффективности использования ветровых генераторов. Выведены вари-
анты структуры математической модели теплового режима здания. На основе принятой математической модели для тепло-
вого режима, выведены математические модели солнечного коллектора и теплового насоса, с учетом их зависимостей. Ма-
тематическая модель солнечного коллектора получена для приблизительной работы в условиях двух суток августа. Мате-
матическая модель теплового насоса дает возможность регулирования работы теплового насоса, тем самым обеспечивая 
экономичность работы системы с высокой эффективностью.  

Ключевые слова: математическая модель, тепловая защита здания, ветровой генератор, солнечный коллектор, тепло-
вой насос. 

 
MATHEMATICAL MODEL OF ALTERNATIVE ENERGY SOURCES 
FOR LOW-RISE CONSTRUCTION IN THE REPUBLIC OF DAGESTAN  
S. S. Targachev*, I. S. Prosvirina** 
*Saint Petersburg State University of Architecture and Civil Engineering 
**Astrakhan State University of Architecture and Civil Engineering 
 

The analysis of the most promising renewable energy sources on the nature of their use in the Republic  of Dagestan. The substanti-
ation of the inefficiency of the use of wind generators is given. The variants of the structure of the mathematical model of the thermal 
regime of the building are derived. On the basis of the adopted mathematical model for the thermal regime, derived mathematical 
models of the solar collector and heat pump, taking into account their dependencies. The mathematical model of a solar collector is 
received for approximate work in the conditions of two days of August. The mathematical model of the heat pump makes it possible 
to regulate the operation of the heat pump, thereby ensuring the efficiency of the system with high efficiency.  

Keywords: mathematical model, thermal protection of the building, wind generator, solar collector, heat pump. 

 
В своей предыдущей работе по актуальности ис-
пользования альтернативных источников энер-
гии для малоэтажного строительства в респуб-
лике Дагестан [1], мы выяснили, что наиболее 
перспективными возобновляемыми источни-
ками энергии в данном регионе являются сол-
нечная, ветровая и геотермальная энергетика. 
Использование ветрогенераторов, солнечных 
коллекторов, а также тепловых насосов в дан-
ном регионе имеет высокую эффективность и 
потенциал в сфере нетрадиционной энерге-
тики. Так же использование выше перечислен-
ных альтернативных источников энергии на 
территории республики перспективно с эконо-

мической точки зрения, как утверждают кол-
леги из “Института социально-экономических 
исследований ДНЦ РАН” [1]. 
Однако, прежде чем рассматривать математиче-
ские модели возобновляемых источников энер-
гии, сузим наш список нетрадиционных источ-
ников [1]. 
Если рассматривать использование альтерна-
тивных источников энергии конкретно для ма-
лоэтажного строительства, то не рационально 
рассматривать ветровые генераторы по ряду 
причин. А именно: 
а) не удобство в установки на территории мало-
этажного строительства; 
б) не приспособленность к эксплуатации ветро-
вых генераторов; 

https://elibrary.ru/contents.asp?id=33833392&selid=19120082
https://elibrary.ru/contents.asp?id=37129496
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в) спорные показатели безопасности данных 
установок; 
Помимо всего прочего, ветрогенераторы преоб-
разуют ветровую энергию в электрическую, по-
сле электрическая энергия преобразовывается 
в тепловую. Следовательно, это ведет к значи-
тельному усложнению и повышению цены на 
эту установку [1]. 
На основе предыдущих и выше указанных выво-
дов разберем математические модели для сол-
нечных коллекторов и тепловых насосов для 
малоэтажного строительства. Прежде чем раз-
бирать математические модели этих двух возоб-
новляемых источников энергии, необходимо 
учесть тепловой режим здания, в частности. То 
есть совместим математические модели солнеч-
ного коллектора и теплового насоса с математи-
ческой моделью теплового режима здания. 
Актуальность или особенность работы заклю-
чается в том, что прежде чем разбирать и опре-
делять какой источник энергии устанавливать 
совместно с системами теплоснабжения здания, 
необходимо определить теплопотери здания 
[1]. 
Коллеги из ЮУрГУ исследовали математиче-
скую модель теплового режима здания (ТРЗ). В 
своей работе, оптимизировали ТРЗ на основе 
анализа его формирования. Данная модель со-

ставлена на основе известных факторов и теп-
лотехнических расчетов, а так же было учтено 
основное условие – аккумулирование теплоты 
зданием [2]. 
Наиболее часто встречающейся математическая 
модель, составленная на основе теплового ба-
ланса – это модель Е. Л. Соколова. В базе, кото-
рой определение средней температуры наруж-
ной стены здания, как средняя арифметическая 
между наружной и внутренней температурой 
воздуха. Это дает нам возможность детальнее 
принять в расчет распределение температуры 
по внутренней толщине несущей стены [3]. 
Используя квазистационарный подход, полу-
чаем, что средняя температура наружной стены 
здания будет равна: 

𝑡̅ = (𝑡𝐵 − 𝑡𝐻) (
𝛿

2𝑅𝜆
+

1

𝛼𝐻𝑅
) + 𝑡𝐻;    (1) 

где 𝑡𝐵  и 𝑡𝐻 – соответственно температура внут-
реннего и наружного воздуха; 
𝛿 и 𝑅 – соответственно толщина и термическое 
сопротивление теплопередаче наружной стены 
здания; 
𝜆 – коэффициент теплопроводности материала; 
𝛼𝐻 – коэффициент теплоотдачи для наружной 
стены здания. 
Уравнение теплового баланса для маленького 
промежутка времени будет иметь вид: 

 

[𝑊0 − 𝑞0𝑉(𝑡𝐵 − 𝑡𝐻)]𝑑𝜏 = 𝑐𝜌𝐹𝛿 × [(
𝛿

2𝑅𝜆
+

1

𝛼𝐻𝑅
) 𝑑𝑡𝐵 − (

𝛿

2𝑅𝜆
+

1

𝛼𝐻𝑅
) 𝑑𝑡𝐻] ;     (2) 

 
где  𝑊0– мощность системы отопления; 
𝑞0 – удельная тепловая характеристика здания; 
V - его объем;  
F - площадь наружной поверхности; плотность 
материала стен. 
Если воспользоваться принятыми в теории обо-
значениями, то уравнение (2) запишется следу-
ющим образом: 

𝑇𝐵
𝑑𝑡𝐵

𝑑𝜏
+ 𝑡𝐵 = 𝑘𝑊0 + 𝑇𝐻

𝑑𝑡𝐻

𝑑𝜏
+ 𝑡𝐻;   (3) 

где 𝑇𝐵 =
𝑐𝜌А𝛿

𝑞0𝑉
(

𝛿

2𝑅𝜆
+

1

𝛼𝐻𝑅
) – постоянная времени 

для температуры внутреннего воздуха; 
𝑇Н – постоянная времени дифференцирования 
для температуры наружного воздуха. В рассмат-
риваемом случае при выводе уравнения получа-
ется, что 𝑇Н = 𝑇𝐵 . 

𝑘 =
1

𝑞0𝑉
 – коэффициент передачи; 

В математической модели Е. Л. Соколова кон-
станта 𝑇𝐵  – определена как “коэффициент теп-
ловой аккумуляции здания”. Причем соотноше-
ние является следующим: 

𝑇𝐵 = 𝑇1 (
𝛿

𝑅𝜆
+

2

𝛼𝐻𝑅
) ;     (4) 

где 𝑇1 =
𝑐𝜌А𝛿

2𝑞0𝑉
 – коэффициент тепловой аккумуля-

ции здания. 

Модель (3) описывает нестационарный тепло-
вой режим здания. Поскольку стационарный ре-
жим является частным случаем нестационар-
ного режима, то его модель должна содержаться 
в уравнении (3). [3] 
Если положить, что 𝑡𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝑡Н = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то 
получим уравнение теплового баланса для ста-
ционарного режима: 

𝑞0𝑉(𝑡𝐵 − 𝑡𝐻) = 𝑊0;     (5) 
Мощность водяного отопительного прибора, 
определяется по следующему уравнению: 

𝐾𝐹∆𝑡̅ = W;   (6) 
где К - коэффициент теплоотдачи отопитель-
ного прибора; 
F - площадь поверхности отопительного при-
бора; 
∆𝑡̅ - среднее значение температурного напора. 

∆𝑡̅ = 0.5(𝑡𝐵𝑥 + 𝑡Вых) − 𝑡𝐵 ;    (7) 
Подставив (7) в (6), получим математическую 
модель для мощности отопительного прибора. 

𝐾𝐹
𝑡Вых−𝑡𝐵

1+
𝐾𝐹

2𝑐𝐺𝑚

= W;     (8) 

Считая, что температура теплоносителя вдоль 
поверхности теплообмена распределяется по 
экспоненте, то получается, математическая мо-
дель теплового режима будет иметь вид: 
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𝑇𝐵
𝑑𝑡𝐵

𝑑𝜏
+ 𝑡𝐵 = 𝑇𝐻

𝑑𝑡𝐻

𝑑𝜏
+ 𝑡𝐻 + 𝑘(𝑡Вых − 𝑡𝐵)𝑐𝐺𝑚 ⌈1 − exp (

−𝐾𝐹

𝑐𝐺𝑚
)⌉ ;   (9) 

 
Учитывая, что коэффициент теплопередачи 
отопительного прибора не постоянная вели-
чина, а зависит от расхода и среднего значения 
температурного напора, то:  

𝐾 = 𝑚∆𝑡𝑛𝐺отн
𝑝̅̅ ̅̅ ̅;   (10) 

где n, p и m – эмпирические числовые показа-
тели, зависящие от типа прибора и характера 
циркуляции в нем воды; 
∆𝑡𝑛 – текущий температурный напор; 
G – относительный расход воды. 
Учитывая выше перечисленные зависимости 
получаем структуру для мат. модели для темпе-
ратурного напора: 

 

𝑇𝐵
𝑑𝑡𝐵

𝑑𝜏
+ 𝑡𝐵 = 𝑇𝐻

𝑑𝑡𝐻

𝑑𝜏
+ 𝑡𝐻 + 𝑘𝑐𝐺𝑚 ⌈(𝑡Вых − 𝑡𝐵) − (

𝑚𝑛

𝐺𝑐
�̅�отн

𝑝
𝐹 + (𝑡Вх − 𝑡𝐵))⌉ ;    (11) 

 
Выведены варианты структуры математиче-
ской модели теплового режима здания. Особен-
ностью является принятое во внимание мощ-
ность отопительного прибора, а, следовательно, 
температура теплоносителя и расход. 
Полученная модель ТРЗ имеет широкую область 
применения – в любых системах отопления. 
На основе принятой математической модели 
для теплового режима, можно применить мате-
матическую модель солнечного коллектора и 
теплового насоса, с учетом их зависимостей [3]. 
Солнечный коллектор – это теплообменник. 
Теплообменники – смесители представляют со-
бой объекты с сосредоточенными параметрами, 
гидродинамика которых описывается моделью 
идеального перемешивания. Основными исход-
ными данными для математического моделиро-
вания являются геометрические размеры теп-
лообменника, а также величины, определяющие 
физические свойства потоков [2]. 
Теплообмен между двумя потоками теплоноси-
телей происходит только через стенку, поверх-
ность которой 𝐹𝑇 . Объемные расходы теплоно-
сителей и объемы 𝑉1 и 𝑉2 секций перемешива-
ния являются постоянными величинами.  
Запишем уравнения теплового баланса секций 
нестационарного теплообменника: 
для первой секции: 

𝐶𝑝1𝑉1
𝑑𝑇1

𝑑𝑡
= 𝑔11𝐶𝑝1𝑇10 − 𝑔12𝐶𝑝1𝑇1 + 𝐾𝐹𝑇(𝑇1 − 𝑇2); (12) 

для второй секции: 

𝐶𝑝2𝑉2
𝑑𝑇2

𝑑𝑡
= 𝑔21𝐶𝑝2𝑇20 − 𝑔22𝐶𝑝2𝑇2 + 𝐾𝐹𝑇(𝑇2 − 𝑇1); (13) 

𝑔11 = 𝑔12 = 𝑔𝐼𝑔21 = 𝑔22 = 𝑔𝐼𝐼  (14) 

где 𝑔𝑖  - объёмный расход 𝑖 –го теплоносителя; 
𝑇𝑖0- значение температуры 𝑖 –го теплоносителя 
при его поступлении в теплообменник (в случае 

трубчатого теплообменника – граничное усло-
вие). 
𝑇𝑖- текущее значение температуры 𝑖 –го тепло-
носителя. 
C𝑃, C𝑃𝑖 - теплоёмкость единицы объёма смеси и 𝑖 
–го теплоносителя, соответственно.  
α  - коэффициент теплоотдачи. 
Принимая во внимание уравнение (14), преоб-
разуем систему дифференциальных уравнений 
(12), (13) к виду, удобному для программирова-
ния на АВМ: 

𝑑𝑇1

𝑑𝑡
= 𝑁11𝑇10 − 𝑁11𝑇1 + 𝑁12(𝑇2 − 𝑇1),           (15) 

 
𝑑𝑇2

𝑑𝑡
= 𝑁21𝑇20 − 𝑁21𝑇2 + 𝑁22(𝑇2 − 𝑇1),               (16) 

где 

𝑁11 =
𝑔𝐼

𝑉1
 𝑁12 =

𝐾𝐹𝑇

𝐶𝑝1𝑉1
 

𝑁21 =
𝑔𝐼𝐼

𝑉2
  𝑁22 =

𝐾𝐹𝑇

𝐶𝑝2𝑉2
 

Регулирование осуществляется по температуре 
𝑇2  теплоносителя, регулируемая величина - рас-
ход 𝑔11. 
Теплоноситель 1 (фтортрихлорметан ): 𝑇10  =200 
°С; 𝐶𝑝1=0.36  

Теплоноситель 2 (вода): 𝑇20=22 °C; 𝐶𝑝2=0,65 

ккал/кг*град 
На основании полученных выражений была 
смоделирована работа солнечного коллектора в 
условиях двух среднестатистических суток ав-
густа. Принят бак объёмом 100 л, который теп-
лоизолирован. Циркуляция воды в контуре 
«солнечный коллектор-бак» - естественная или 
принудительная. 
На рис. 1 представлены результаты математи-
ческого моделирования. 
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Рис. 1. Результаты математического моделирования 

 
Из рисунка видно, что при максимальной температуре окружающей среды наблюдаются резкое 
увеличение плотности потока солнечного излучения и, как следствие, и температуры воды в баке 
СВУ через 12 и 36 часов.  
Перспективной технологией использования геотермальной энергии является технология – тепло-
вых насосов. Данная установка связанна с системой сбора низкопотенциального тепла; источни-
ками низкопотенциального тепла являются грунт, геотермальные воды. Для повышения эффек-
тивности работы теплового насоса необходимо использовать его максимальные возможности для 
получения тепла и холода. Для этого разработали математическую модель процесса работы данной 
установки для одновременного нагрева и охлаждения теплоносителей в виде динамической си-
стемы. Принцип работы теплового насоса напоминает работу холодильника “наоборот”, то есть 
тепловой насос работает по циклу Карно в обратную сторону [4]. 
Система уравнения математической модели состоит из пяти уравнений. А именно из основного 
уравнения энергетического баланса, уравнений термодинамики, уравнений для определения коэф-
фициентов преобразования холода и тепла. Основными параметрами математической модели та-
ких установок коэффициенты преобразования тепла и холода, так как они являются показателями 
эффективности работы тепловых насосов. 

                                                     𝑞2 = 𝑞1 + 𝑁;       (17) 
                                           𝑞1 = 𝐺𝑥1𝑐𝑥1(𝑡𝑦1 − 𝑡𝑥1);      (18) 

                                           𝑞2 = 𝐺𝑥2𝑐𝑥2(𝑡𝑦2 − 𝑡𝑥2);     (19) 

                                                     𝜂т = ℎ𝑞1/𝑁;      (20) 
                                                     𝜂𝑥 = ℎ𝑞2/𝑁;       (21) 

 
где 𝜂т и 𝜂𝑥 – коэффициенты преобразования 
тепла и холода; 
N – мощность. 

В результате решения уравнений получаем фор-
мулы для определения коэффициентов преоб-
разования. 

 
 

𝜂𝑥 = 𝐺𝑥1(𝑡𝑦1 − 𝑡𝑥1)/[𝐺𝑥2𝑐𝑥2(𝑡𝑦2 − 𝑡𝑥2) − 𝐺𝑥1(𝑡𝑦1 − 𝑡𝑥1)]   (22) 

𝜂т = 𝐺𝑥2(𝑡𝑦2 − 𝑡𝑥2)/[𝐺𝑥2𝑐𝑥2(𝑡𝑦2 − 𝑡𝑥2) − 𝐺𝑥1(𝑡𝑦1 − 𝑡𝑥1)]   (23) 

 
Исходя из того, что тепловой насос работает по 
циклу Карно, коэффициенты преобразования 
зависят от разницы температур нагреваемого и 
геотермального теплоносителей, то есть от тем-
пературы грунта ниже глубины промерзания. 
Следовательно, получаем зависимость: 

𝜂𝑥 = ℎ𝑇1/(𝑇2 − 𝑇1);   (24) 
𝜂т = ℎ𝑇2/(𝑇2 − 𝑇1);   (25) 

𝜂𝑥  и 𝜂т

∆
→ 𝑚𝑎𝑥 

Чем меньше разница температур между нагре-
ваемым и геотермальным теплоносителем (𝑇2 −
𝑇1), тем соответственно больше коэффициенты 
преобразования, а значит выше эффективность 
работы теплового насоса при небольшой раз-
нице температур между источников и потреби-
телем тепла [4]. 
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А зная нагрузку на здания из математической 
модели теплового режима здания, возможно бу-
дет регулировать работу теплового насоса, тем 
самым обеспечить экономичность работы си-
стемы с высокой эффективностью [4]. 

Таким образом, полученные математические 
модели в дальнейшем позволят определять па-
раметры работы системы отопления малоэтаж-
ного строительства, использующих солнечные 
коллекторы и тепловые насосы как возобновля-
емые источники энергии. 
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