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Задачи фильтрации необходимо решать при проектировании туннелей и подземных сооружений, а также при укрепле-
нии рыхлых пород. Рассматривается математическая модель долговременной глубинной фильтрации бидисперсной сус-
пензии в однородной пористой среде. Исследуется монотонность профилей частичных и полных осадков. Показано, что 
профиль осадка больших частиц монотонно убывает при любом времени, а профиль осадка малых частиц меняет моно-
тонность: монотонно убывает при малом времени, имеет максимум при увеличении времени и монотонно возрастает при 
большом времени. В зависимости от соотношения параметров математической модели профили полного осадка либо все-
гда монотонно убывают, либо меняют монотонность. Найдено соотношение между коэффициентами модели, определяю-
щее немонотонность профиля полного осадка. 
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Filtration problems have to be solved when designing tunnels and underground structures, as well as in the strengthening of loose 

rocks. A mathematical model of deep bed filtration of a bidispersed suspension in a uniform porous medium is considered. The mon-
otonicity of the profiles of partial and total deposit is studied. It is shown that the retention profile of large particles monotonically 
decreases at any time, and the retention profile of small particles changes monotonicity: monotonously decreases at a short time, has 
a maximum with increasing time and monotonically increases with a long time. Depending on the parameters of the mathematical 
model, the profiles of the total deposit either always monotonically decrease, or change the monotony. The relationship between the 
model coefficients, which determines the non-monotonicity of the total deposit profile, is obtained. 
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Введение 
При строительстве туннелей и подземных со-

оружений необходимо защитить строения от 
проникновения подземных вод. Для создания 
водонепроницаемых перегородок в грунт зака-
чивается укрепляющий раствор. Жидкий раствор 
фильтруется в порах грунта и при цементации 
образует водонепроницаемый слой. Математиче-
ское модели-рование позволяет оптимизировать 
строительную технологию [1–3]. 

Перенос малых частиц в пористых средах со-
провождается образование осадка. Этот процесс 
называется фильтрацией. В зависимости от фи-
зических и химических свойств частиц, структу-
ры и материала пористой среды действуют раз-
личные механизмы захвата частиц: застре-вание 
в горловине узких пор, образование частицами 
сводовых перемычек на входе пор, притяжение 
к стенкам поровых каналов, диффузия в тупико-
вые поры и т. п. [4, 5]. Как правило, осажденные 
частицы не могут быть сдвинуты движущимися 
частицами или потоком несущей жидкости и 
остаются неподвижными. 

Математическая модель фильтрации вклю-
чает уравнение баланса масс взвешенных и оса-
жденных частиц и кинетическое уравнение ро-
ста осадка. Неизвестными функциями являются 
объемные концентрации взвешенных и оса-
жденных частиц [6]. Профилями осадка называ-
ются зависимости концентрации осадка от про-
странственной координаты при фиксированном 
значении времени. При фильтрации монодис-
персной суспензии профили осадка всегда мо-
нотонно убывают [7]. Для полидисперсной сус-

пензии, содержащей частицы различных разме-
ров, профили осадка становятся немонотонны-
ми. Впервые это было показано эксперимен-
тально [8, 9]. Затем появились теоретические 
модели с немонотонными профилями, в кото-
рых частицы движутся с различными скоростя-
ми [10, 11]. 

В статье [12] рассматривается бикомпонент-
ная модель фильтрации с частицами различных 
размеров, движущихся с одинаковыми скоро-
стями. Немонотонность профилей осадка связа-
на с различными размерами частиц и зависит от 
параметров модели. Профиль осадка больших 
частиц всегда монотонно убывает, а профиль 
осадка малых частиц меняет тип монотонности: 
убывает при малом времени и возрастает при 
большом времени. При промежуточных значе-
ниях времени на графике профиля появляется 
точка максимума, которая смещается от входа 

0x =  к выходу 1x =  приведенного образца по-

ристой среды. Вид профиля полного осадка за-
висит от параметров модели. При одних значе-
ниях параметров профиль полного осадка моно-
тонно убывают для любого времени, при других 
значениях меняет монотонность аналогично 
профилю малых частиц. Однако условия, при 
которых профиль полного осадка является не-
монотонным, были неизвестны. 

Настоящая работа содержит простые матема-
тические условия немонотонности профиля. Пока-
зано, что при выполнении этих условий профиль 
полного осадка монотонно убывает при малых 
временах и монотонно возрастает при большом 
значении времени. В промежуточные моменты 
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времени профиль имеют ярко выраженный мак-
симум. Графики профилей иллюстрируют поведе-
ние частичных и полного осадков. 

Математическая модель 
В области 𝛺 = {0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑡 ≥ 0} рассмотрим 

систему дифференциальных уравнений в част-
ных производных 

𝜕𝑐𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕𝑐𝑖

𝜕𝑥
+

𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑡
= 0,                      (1.1) 

𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑡
= (1 − 𝑏)𝜆𝑖𝑐𝑖 , 𝑖 = 1,2                   (1.2) 

Здесь 
𝑏 = 𝐵1𝑐1

0𝑠1 + 𝐵2𝑐2
0𝑠2,                        (1.3) 

𝜆𝑖 , 𝐵𝑖 , 𝑐𝑖
0, 𝑖 = 1,2 – положительные константы, 

причем 𝑐1
0 + 𝑐2

0 = 1. 
В уравнении (1.2) скорость роста осадка 

пропорциональна произведению функции 

фильтрации и функции концентрации ic . В 

предлагаемой модели используется линейная 
блокирующая функция фильтрации (1–b) [13]. 
Для малых концентраций взвешенных частиц 
функция концентрации пропорциональна пер-
вой степени концентрации [14]. 

Граничные и начальные условия определя-
ют единственное решение системы: 

𝑥 = 0: 𝑐1 = 𝑐1
0, 𝑐2 = 𝑐2

0,                    (1.4) 
𝑡 = 0: 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑠1 = 0, 𝑠2 = 0.        (1.5) 

Условия (1.4) задают впрыск суспензии по-
стоянной концентрации на входе пористой 
среды x=0; начальные условия (1.5) означают, 
что в начальный момент t=0 пористая среда не 
содержит взвешенных и осажденных частиц. 

Константы λi характеризуют размеры ча-
стиц. Ниже будем считать, что 𝜆1 > 𝜆2, т.е. ча-
стицы типа 1 больше, чем частицы типа 2. 

Решения c1(x,t), c2(x,t) (концентрации взве-
шенных частиц) разрывны на характеристике 
t=x, поскольку условия (1.4) и (1.5) не согласо-
ваны в начале координат; решения s1(x,t), s2(x,t) 
(концентрации осажденных частиц) непрерыв-

ны во всей области . Прямая t=x является 
фронтом концентраций взвешенных и оса-

жденных частиц, делящим область  на две 
подобласти. В области 0 = {0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤
𝑥} пористая среда пуста и система имеет нуле-
вое решение 𝑐𝑖 = 0, 𝑠𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2; в области 
1={0≤x≤1, t≥x} происходит фильтрация и ре-
шение положительно. 

На фронте концентраций t=x решение 𝑠1 =
0, 𝑠2 = 0 ⇒ 𝑏 = 0. Подставляя формулу (1.2) в 
уравнение (1.1), получаем соотношение для 
концентрации взвешенных частиц на фронте 

𝜕𝑐𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕𝑐𝑖

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑖𝑐𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2.             (1.6) 

Решение уравнений (1.6) с условиями (1.4) 
𝑐1

−(𝑥) = 𝑐𝑖(𝑥, 𝑥) = 𝑐𝑖
0𝑒−𝜆𝑖𝑥.               (1.7) 

Аналитическое решение задачи (1.1)–(1.5) 
строится аналогично [15–17]. Концентрации 

взвешенных частиц двух типов связаны урав-
нениями 

𝑐1 = 𝑐1
0 (

𝑐2

𝑐2
0)

𝜆1 𝜆2⁄

, 𝑐2 = 𝑐2
0 (

𝑐1

𝑐1
0)

𝜆2 𝜆1⁄

,           (1.8) 

а концентрации взвешенных и осажденных 
частиц связаны инвариантами Римана – соот-
ношениями между решениями на характери-
стиках системы [18] 

𝑠𝑖 =
𝑐𝑖−𝑐𝑖

−

𝐵1𝑐1
0(𝑐1

0−𝑐1
−)+𝐵2𝑐2

0(𝑐2
0−𝑐2

−)
, 𝑖 = 1,2.        (1.9) 

Из уравнений (1.8), (1.9) следует условие 
немонотонности профиля полного осадка 

𝐵1𝑐1
0 > 𝐵2𝑐2

0.                           (1.10) 
Численные расчеты 
Численные методы применяются при иссле-

довании сложных моделей, для которых анали-
тическое решение либо неизвестно, либо имеет 
сложный неявный вид [19, 20]. Программы, 
разработанные для нахождения численных 
решений, позволяют непосредственно приме-
нять математические модели для оптимизации 
технологических процессов.  

Численные расчеты показывают поведение 
профилей концентраций частичных осадков 
s1,s2 и полного осадка s при λ1=18, λ2=6 для раз-
личных значений параметров 𝐵1, 𝐵2, 𝑐1

0, 𝑐2
0. Мак-

симумы на кривых отмечены точками. 
 

 
a) t=0.2   

b) t=0.4 

 
c) t=1 

d) t=3 
Рис. 1. Профили при 𝐵1 = 1, 𝐵2 = 2, 𝑐1

0 = 0.5, 𝑐2
0 = 0.5 

 

Расчеты выявили закономерности смены мо-
нотонности профилей. Профили s1 всегда моно-

тонно убывают, а профили 2s  не являются моно-

тонными. При 𝐵1𝑐1
0 < 𝐵2𝑐2

0 профили полного 
осадка монотонно убывают (рис. 1, 3), а при 
𝐵1𝑐1

0 > 𝐵2𝑐2
0 не являются монотонными (рис. 2, 

4). Вид немонотонных профилей меняется со 
временем. При малых временах профили s2,s мо-
нотонно убывают (рис. 2а, 4а), при увеличении 
времени профили теряют монотонность, на гра-
фиках появляется точка максимума (рис. 2c, d, e, 
рис. 4a, b, c). При больших временах точка макси-
мума исчезает и профили становятся монотонно 
возрастающими (рис. 2f, 4d). 
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a) t=0.1 

 
b) t=0.2 

 
c) t=0.4 

 
d) t=0.7 

 
e) t=1 

 
f) t=3 

Рис. 2. Профили при 𝐵1 = 2, 𝐵2 = 1, 𝑐1
0 = 0.5, 𝑐2

0 = 0.5 
 

 
a) t=0.3 

 
b) t=0.7 

 
c) t=1 

 
d) t=3 

Рис. 3. Профили при 𝐵1 = 1, 𝐵2 = 2, 𝑐1
0 = 0.1, 𝑐2

0 = 0.9 

При увеличении времени точки максимума 
профилей перемещаются вправо вдоль коор-
динатной оси. До появления точки максимума 
на входе x=0 профили монотонно убывают. Ко-
гда точка максимума достигает выхода x=1, 
профили становятся монотонно возрастающи-
ми. Точка максимума на профиле частичного 
осадка s2 всегда опережает точку максимума 
профиля полного осадка s, она раньше появля-
ется вблизи входа и раньше исчезает, достиг-
нув выхода пористой среды. 

 

 
Рис. 4. Профили при 𝐵1 = 1, 𝐵2 = 2, 𝑐1

0 = 0.9, 𝑐2
0 = 0.1 

 
Заключение 
В работе исследованы профили осажденных 

частиц, образующиеся при фильтрации 2-
частичной суспензии в пористой среде. Профи-
ли осадка монодисперсной суспензии всегда 
монотонно убывают. Профили больших оса-
жденных частиц 2-частичной суспензии также 
монотонно убывают. Профили осадка малых 
частиц немонотонны. 

Монотонность профилей полного осадка за-
висит от знака выражения 𝑍 = 𝐵1𝑐1

0 − 𝐵2𝑐2
0. При 

Z<0 профили монотонно убывают, при Z>0 про-
фили немонотонны. Знак Z зависит не только от 
параметров B1,B2, определяющих величину обла-
стей, занимаемых осажденными частицами на 
каркасе пористой среды, но и концентрациями 
взвешенных частиц 𝑐1

0, 𝑐2
0 в суспензии, впрыски-

ваемой в пористую среду. 
Форма немонотонных профилей зависит от 

времени. При малом времени профиль моно-
тонно убывают. В некоторый момент на графи-
ке профиля появляется максимум, который с 
увеличением времени смещается от входа к 
выходу. Когда максимум достигает выхода x=1, 
профиль становится монотонно возрастающим. 
При дальнейшем увеличении времени профили 
остаются монотонно возрастающими. 

Для задачи фильтрации суспензии, содер-
жащей частицы трех и более различных типов, 
аналитические решения неизвестны. Анализ 
профилей полидисперсной суспензии требует 
дальнейшего изучения. 
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ПОВЫШЕНИЕ ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОСТИ ЭКСПЛУАТИРУЕМЫХ ЗДАНИЙ 
Э. Е. Семенова, В. С. Думанова 
Воронежский государственный технический университет, г. Воронеж, Россия 

 
В данной статье рассматривается проблема повышения энергоэффективности существующих зданий, целью которой яв-

ляется экономия природных энергетических ресурсов, снижение затрат на эксплуатацию систем инженерного оборудова-
ния, повышение комфорта жизни людей. Количество энергии, следовательно, и количество денежных средств, которое 
затрачивается на отопление здания, зависит от его показателя теплозащиты. Выявлены основные пути теплопотерь мало-
этажных и многоэтажных зданий. Основные потери тепловой энергии может осуществляться через стены, окна, входные 
двери, крышу, систему вентиляции, подвал. Рассмотрены способы повышения энергоэффективности ограждающих кон-
струкций, оконных заполнителей, отопительной системы и системы вентиляции. Приведены данные сравнения свойств 
современных технологий по повышению энергоэффективности, а также материалов в отношении энергосбережения. 

Ключевые слова: энергоэффективность, энергосбережение, теплопотери, модернизация, ограждающие конструкции, 
оконные заполнители, отопительная система, вентиляция. 

 

THE INCREASE OF ENERGY EFFICIENCY OPERATED BUILDINGS 
E. E. Semenova, V. S. Dumanova 
Voronezh State Technical University, Voronezh, Russia 

 
This article is about the problem of improving the energy efficiency of existing buildings. The main purpose is to save natural ener-

gy resources, to reduce the cost of operating engineering equipment systems, and to increase the comfort of people's live.  The 
amount of energy, as well as the amount of money spent on heating a building, depends on its heat protection index. The main ways 
of heat loss of low-rise and high-rise buildings are revealed. Thermal energy leakage can occur through walls, windows, entrance 
doors, roof, ventilation system, basement. There are ways of increasing the energy efficiency of buildings using modern technologies 
and materials in construction of walls, windows, heating systems and ventilation systems. Data are given on comparing the proper-
ties of modern technologies to improve energy efficiency, as well as materials regarding energy conservation. 

Keywords: energy efficiency, energy saving, heat loss, modernization, walling, window fillers, heating system, ventilation. 
 

Введение 
В современном мире энергосбережение с 

каждым годом становится все более актуальней. 
Из-за нерационального использования природ-

ных ресурсов происходит рост цен на электро-
энергию, отопление, горячее и холодное водо-
снабжение, вентиляцию и кондиционирование. 
Необходимо принимать меры по сокращению 
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