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В настоящем исследовании проведено развитие ранее предложенных теоретических методов инкрементальной модели 
деформирования материала. В единой постановке рассмотрен вопрос упругого деформирования стержней при изгибе, вне-
центренном сжатии и продольном изгибе. Предлагается использовать повышенное значение модуля упругости через гра-
диентный коэффициент при оценке деформативности элементов. Одновременное с этим обеспечение параметров механи-
ческой безопасности может привести к снижению материалоемкости. Приведенные в статье построения модели деформи-
рования материала свидетельствуют о том, что для неидеальных продольно сжимаемых стержней за счет технологических 
дефектов изготовления и монтажа деформации изгиба появляются в начальный момент нагружения. Возникающая вслед-
ствие этого неоднородность напряженного состояния создает индуцированную его видом криволинейную трансверсаль-
ную анизотропию со сложно изменяющимися в пределах размеров стержня упругими характеристиками. Судить об исчер-
пании запаса устойчивости стержня в этом случае следует по превышению максимальным прогибом нормируемых значений 
соответствующих технических регламентов.  
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In this study, the development of the previously proposed theoretical methods of the incremental model of material deformation 
is carried out. In a single formulation, the question of elastic deformation of rods during bending, off-center compression and longitu-
dinal bending is considered. It is proposed to use the increased value of the modulus of elasticity through the gradient coefficient in 
assessing the deformability of elements. The simultaneous provision of mechanical safety parameters can lead to a decrease in material 
consumption. The constructions of the material deformation model given in the article indicate that for non-ideal longitudinally com-
pressible rods due to technological defects in manufacturing and installation, bending deformations occur from the initial moment of 
loading. The resulting inhomogeneity of the stress state creates a curvilinear transversal anisotropy induced by its appearance with 
elastic characteristics that vary complexly within the size of the rod. In this case, it is necessary to judge the exhaustion of the stability 
reserve of the rod by exceeding the maximum deflection of the normalized values of the relevant technical regulations. 
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В работе [1] построена модель поведения 

упругого изотропного материала, находящегося 
в общем случае пространственно-неоднород-
ного на-пряженно-деформированного состоя-
ния. Модель базируется на принятом положе-
нии о том, что возможно стеснение деформаций 
сдвига по благоприятно ориентированным пло-
щадкам при неоднородном напряженном состо-
янии. В качестве меры неоднородности исполь-
зуется вектор-градиент скалярного поля напря-
жений. В ряде работ [2–11] такое влияние упру-
годеформированных областей материала учи-
тывалось на уровне условий пластичности, ко-
гда началу пластического течения отвечают по-

вышенные градиентные напряжения 
gr . Од-

нако такое предельное состояние не может по-
явиться мгновенно, оно является итогом всего 
процесса деформирования. В работах [1, 12] по 
косвенным экспериментальным данным [3, 4] 
показано, что при изгибе модуль упругости ма-
териала оказывается несколько больше, чем в 

случае одноосного растяжения. Полагается, что 
в неоднородных полях напряжения модуль 
упругости имеет переменное значение и меня-
ется по такому же закону, что и предельные гра-
диентные напряжения: 

 0 0 ,gr m

E

gradT

TE E E E
gradT

T


  



                  (1) 

где Т – интенсивность касательных напряже-
ний, а Em – наибольший из модулей упругости, 
возможный при неоднородном напряженном 
состоянии, который принимается равным 

01,5E . По направлению вектора-градиента Т 

слои материала в окрестностях некоторой 
точки А «спрессованы», значит стеснение 
наименее сильно отразится на деформировании 
по площадкам, ориентированным по направле-
нию gradT , а наиболее сильно – по площадкам, 

нормальным к направлению вектора. Продоль-
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ному деформированию по этим площадкам со-
ответствует модуль упругости, имеющий неко-

торое повышенное значение 
grE . Оно является 

функцией модуля градиента, но не может пре-
восходить наибольшего значения Em. Продоль-
ному деформированию по направлению век-
тора-градиента соответствует минимальное 

значение модуля упругости 
0E , определяемое 

из опытов на растяжение. Соответствующие из-
менения претерпевают модули сдвига и коэф-
фициенты поперечной деформации. При пере-
ходе к другой точке в пределах геометрических 
размеров деформированного тела изменяются 
величина и направление gradT , ориентация ор-

тогональных площадок и комбинация модулей 
упругости, сдвига и коэффициентов поперечной 
деформации. Ось   по направлению вектора-
градиента является осью упругой симметрии 
бесконечно высокого порядка, а нормальная к 
ней плоскость – плоскостью изотропии [13]. Та-

ким образом, имеет место локальная трансвер-
сальная изотропия в точке. В целом же упругое 
тело, деформируемое в условиях неоднород-
ного напряженного состояния, следует рассмат-
ривать как анизотропное. 

Для любой диаграммы деформирования ве-

личина 
grE  представляет собой касательный 

модуль упругости 

grE d dE , 

откуда с учетом (1) 

0

.E

E m

T gradT
d d C

E E gradT


 




 

   

Например, при чистом изгибе 3Т   

(рис. 1). Полагается, как указано ранее 

01,5mE E , что после интегрирования получим 

зависимость, устанавливающую взаимосвязь 
между напряжениями и деформациями 

0

.
2

3
E

E

h

Е h











                  (2) 

 

 
Рис. 1. Направление локальных осей при чистом изгибе призматического бруса 

 
Из-за отсутствия прямых эксперименталь-

ных данных для определения упругой характе-

ристики материала Е  рекомендуется в первом 

приближении использовать параметр матери-

ала 
1

, 20,1587T g м   из упомянутых крите-

риев текучести. Тогда для любого этапа дефор-
мирования (2) приобретает вид 

0

.
20,1587 2

20,1587 3

h

Е h


 





  (3) 

Второй сомножитель (3) представляет собой 
величину, обратно пропорциональную градиент-
ному эффекту, и отражает уменьшение деформа-
тивности изгибаемого бруса по сравнению с ожи-
даемой. Назовем его градиентным коэффициен-

том 
grk . Тогда в момент перехода к пластическим 

деформациям  

0 0

1
.gr

gr gr grЕ Е k Е k

  
       (4) 

Например, для указанных ранее эксперимен-
тальных стальных балочек прямоугольного се-
чения высотой h = 0,06 м [14] зависимость (4) 
приводится к формуле 

0 0

0,7624 0,76
Е Е

 
   .   (5) 

Отметим, что еще в работе [15] указывается, 
что для стальных конструкций следует пользо-

ваться диаграммой   , полученной в усло-
виях стеснения деформаций сдвига. 

Для других высот поперечного сечения зави-
симость (5) будет иметь иной коэффициент. 
Кроме зависимости (1) могут использоваться 
различные асимптотические зависимости как 
для аппроксимации модуля упругости, так и для 
условия пластичности [11].  

Для практического использования при 
оценке деформативности бруса при чистом из-
гибе можно пользоваться формулой (4). Значе-
ние коэффициентов в ней для удобства сведены 
в таблицу 1. 
 

 
Таблица 1 

Значения градиентного коэффициента деформативности 1 grk   

для различных высот поперечного сечения изгибаемого бруса 
 Высота сечения h, м 
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<0,03 0,03≤h≤0.05 0,05≤h≤0.06 0,06≤h≤0.1 0,1≤h≤0.15 0,15≤h≤0.2 0,2≤h≤0,3 0,3≤h≤0,4 0,4≤h≤0,6 

Коэффициент 

1 grk  
0,73 0,75 0,76 0,79 0,82 0,83 0,87 0,89 0,91 

При внецентренном сжатии бруса прямо-
угольного поперечного сечения (рис. 2) напря-
женное состояние по сравнению с предыдущим 
случаем усложняется 

2

12
1

F M F e
y y

A J A h


 
      

 

. 

Модуль градиента интенсивности касатель-

ных напряжений  
1

3
T   в этом случае 

2

2

12

3

T F e
gradT

y hA

 
   

 

,        (6) 

что приводит к выражению 

2
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Рис. 2. Направление локальных осей при внецентренном сжатии стержня прямоугольного поперечного сечения 

 

Отметим, что стержень имеет достаточно ко-
роткую длину, исключающую потерю устойчи-
вости, а точка приложения силы расположена на 
главной центральной оси инерции. 

Анализируя последнее соотношение, убеж-
даемся в следующем: 

 величина 
grE  не зависит от величины 

приложенной продольной силы; 
 градиентный модуль упругости – линейная 

функция координаты у и существенного внеш-
него параметра – эксцентриситета е; 

 при е = 0 имеем центральное сжатие и 

0grE E ; 

 при любых значениях эксцентриситета, 

кроме 0e  , 
grE  0E ; 

 при фиксированном значении e  наиболь-

шее значение 
grE  имеет место при 

2

h
y  , т. е.  

в крайних волокнах. 
При использовании относительного эксцен-

триситета 
e

e
h

 , который может изменяться  

в пределах 0;   , для крайних волокон бруса 

из (7) при 
01,5mE E  получим 

0 0 ,
3

2
E

gr gr

E

E E k
h eх

E
h eх




  




            (8) 

где обозначено 6

1 6

е
ех

е



. 

Из анализа (8) следует: 
 в стержне исчезающе малой высоты (при 

0h  ) 
gr mE E ; 

 в стержне бесконечно большой высоты 
(при h ) 

0grE E ; 

 при e   (при чрезвычайно больших 
эксцентриситетах) и 

01,5mE E . 

0
2

3E
gr

Eh

h
E E








 , 

что совпадает с 
grE  в выражении (2) для случая 

чистого изгиба. 
При расчете металлических конструкций 

широко используется понятие приведенного 
эксцентриситета, который в рассматриваемом 
случае равен 

6
6

A
m e e e

W h
   . 

Выражение (8) при использовании послед-
него приобретает вид 

0

(1 ) 3

(1 ) 2

E
gr

E

h m m

h m m
E E





 


 
. 
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Рис. 3. График изменения градиентного модуля упругости при внецентренном сжатии  

в зависимости от высоты поперечного сечения при различных значениях относительных эксцентриситетов 
 

 
Рис. 4. График изменения градиентного модуля упругости при внецентренном сжатии  

в зависимости от величины приведенного и относительного эксцентриситетов 
 

На рисунках 3 и 4 графически представлены 
результаты расчетов градиентных модулей 
упругости внецентренно сжатых стержней из 
принятого материала. Очевидно, что наиболее 
существенно эффект стеснения проявляется в 
стержнях с малой высотой поперечного сечения 
и при больших эксцентриситетах. Особо выде-
лены области нормируемых случайных эксцен-

триситетов по работе [16], когда 1

30
e h , (т. е. 

0,033e  ) и нормируемых приведенных эксцен-

триситетов по [17], когда 3m   (т. е. сжимаю-

щая сила находится в пределах поперечного се-
чения). Для практического использования при 
оценке деформативности стержня при внецен-
тренном сжатии можно использовать совместно 
формулы (4) и (8). Значение коэффициентов для 
некоторых относительных эксцентриситетов 
сведены в таблицу 2.  

 

Таблица 2 

Значения градиентного коэффициента деформативности 1 grk   

для различных высот поперечного сечения внецентренно сжатого стержня  
при некоторых относительных эксцентриситетах 

 

Относительный 

эксцентриситет e  

Высота сечения h, м 
<0,03 0,03≤h≤0.0

5 
0,05≤h≤0.
06 

0,06≤h≤
0.1 

0,1≤h≤0.
15 

0,15≤h≤
0.2 

0,2≤h≤0,
3 

0,3≤h≤0,
4 

0,4≤h≤0,
6 

0,033 0,83 0,85 0,87 0,9 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 

0,5 0,74 0,77 0,78 0,81 0,83 0,85 0,88 0,89 0,91 

1,0 0,73 0,76 0,77 0,78 0,83 0,85 0,88 0,89 0,89 
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В предлагаемой модели деформирования 
при неоднородном распределении напряжений 
могут иметь место случаи, когда напряженно-
деформированное состояние не просто симмет-
рично, а когда в пределах геометрических раз-
меров тела точки с одинаковым уровнем интен-
сивности касательных напряжений Т образуют 
некоторую поверхность напряжений U. Если эта 
поверхность совпадает с координатными по-
верхностями системы координат, то имеют ме-
сто случаи упругой симметрии индуцированной 
инкрементальной анизотропии. В зависимости 
от конфигурации деформируемого тела и си-
стемы координат существуют три случая упру-
гой симметрии: сферическая, цилиндрическая 
или плоскостная [1]. 

Именно последняя встречается в рассмот-
ренных выше случаях деформирования. В самом 

деле поверхность напряжений представляет со-
бой плоскость UA, нормальную к оси у (рис. 1, 2). 
Плоскость изотропии совпадает с этой поверх-
ностью, совокупность таких плоскостей совме-
щается со «слоями» материала и всегда парал-
лельна плоскости ХОZ. 

Иная картина наблюдается при сжатии до-
статочно длинного гибкого стержня, когда 
встречается продольный изгиб. 

Рассмотрим стержень прямоугольного сече-
ния, загруженный сжимающей силой F (рис. 5) в 
центре поперечного сечения. В нормативных до-
кументах и техрегламентах при расчете стержней 
на устойчивость по умолчанию принимается, что 
элементы являются идеальными телами без де-
фектов, а усилия и напряжения распределены рав-
номерно по длине и поперечному сечению, мате-
риал однороден и изотропен в каждой точке. 

 

 
Рис. 5. Направление локальных осей при продольном изгибе стержня прямоугольного поперечного сечения 

 

Предположим, что вследствие некоего малого 
постороннего возмущения стержень приобре-
тает кривизну, характеризующуюся прогибом у. 
Это возмущение происходит одновременно с 
приложением силы F и может представлять со-
бой начальную погибь, случайный эксцентриси-
тет или воздействие малой поперечной 
нагрузки. В отклоненном состоянии стержень бу-
дет пребывать под продольной нагрузкой беско-
нечно долго, так как указанные нами возмуще-
ния неустранимы. В этом случае его напряжен-
ное состояние кроме сжатия характеризуется 
еще и изгибными напряжениями, следовательно, 
возможна неоднородность напряженного состо-
яния. С учетом поперечной силы, возникающей в 
стержне от изгибающего момента, вызванного 
начальными несовершенствами, интенсивность 
касательных напряжений 

 

 (9) 

Учет поперечной силы в последнем выраже-
нии значительно усложняет процесс вычисле-
ний, при этом окончательный результат незна-
чительно отличается от полученного без каса-
тельных напряжений. Это связано с тем, что в ме-
сте максимального прогиба в середине длины 
стержня поперечная сила равна нулю. К тому же 
в пределах сечения второе слагаемое в формуле 
(8) несущественно влияет на неоднородность 

напряженного состояния. В наиболее напряжен-
ных фибровых волокнах касательное напряже-
ние равно нулю, а наибольшее его значение ока-
зывается вблизи нейтральной оси. В этой связи 
будем считать, что в пределах математической 
погрешности напряженное состояние доста-
точно точно характеризуется первым слагаемым 
в подкоренном выражении (8). Иными словами, 
если пренебречь касательными напряжениями, 
тогда в произвольной точке А 

*2

12
(1 ).z

F y
y

A h
            (10) 

Неоднородность напряженного состояния 
создается по высоте поперечного сечения «h». 
При этом в каждом сечении по длине стержня 
степень неоднородности различна из-за разной 
величины прогиба. Таким образом, создается 
трансверсальная анизотропия, индуцированная 
прогибом «у», которая функционально зависит 
от координаты по сечению у*. Поверхность оди-
накового уровня напряжений UA вырождается в 
линию (рис. 3). Касательная к ней плоскость Р 
соответственно совпадает с плоскостью, каса-
тельной к изогнутой оси стержня S. Направле-

ние вектора-градиента Т (значит и z  ) нор-

мально к плоскости S  и, разумеется, линии L . 
Обозначив как ось α, примем направление оси γ, 

совпадающей с линией L , а оси β – нормально к 

линии L  в плоскости S (т. е. по касательной). За-
метим, что слои материала по направлению   
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спрессованы, значит модули упругости 

,grE E   а 
0E E  . 

Модуль вектора-градиента с учетом (9) 

2

2

*

1 1 12
( ) ,

3 3
z

F y
gradT

y A h



   


 (10) 

что в точности совпадает с выражением (6). Это 
подтверждает, что прогиб у в данном стержне в 
рассматриваемых выражениях исполняет ту же 
роль, что эксцентриситет е в коротком стержне. 

Мера неоднородности напряженного состоя-
ния, характеризующаяся функцией  

2 6
,

6

gradT y
g

T h h y
  


        (11) 

как и в случае чистого изгиба, обратно пропорци-
ональна высоте поперечного сечения (в данном 
случае в плоскости наименьшей жесткости), но 
осложнена вторым сомножителем, который дает 
картину неоднородного распределения функции 
по длине и поперечным сечениям стержня. 

При 01,5mE E  из (1) и (11) следует 

0

1,5
( ).E

gr

E

g
E E

g









           (12) 

Приближенное дифференциальное уравне-
ние изогнутой оси стержня, описывающее связь 
изгибающего момента и кривизны, 

x

x

M
y

EJ
   

с учетом (11–12) приобретает вид однородного 
дифференциального уравнения второго порядка 

2

2

0

0,
1,5x

d y F a y
y

dz E J a y


   


     (13) 

где 
2

.
12

Eh
a


   

Проинтегрировать его в конечном виде не 
представляется возможным. Получение удовле-
творительного решения (13) в Эйлеровом смысле 
также недостижимо. 

Заключение 
В настоящем исследовании проведено разви-

тие ранее предложенных теоретических мето-
дов инкрементальной модели деформирования 
материала. В единой постановке рассмотрен во-
прос упругого деформирования стержней при 
изгибе, внецентренном сжатии и продольном 
изгибе. Предлагается использовать повышен-
ное значение модуля упругости через градиент-
ный коэффициент при оценке деформативно-
сти элементов. Одновременное с этим обеспече-
ние параметров механической безопасности мо-
жет привести к снижению материалоемкости. 

Представляется перспективным использование 
повышенного значения модуля упругости для 
уточнения напряженно-деформированного со-
стояния внецентренно сжатых и сжато изогну-
тых элементов конструкций. 

Полученные результаты указывают на то, что 
удовлетворительной основой учета влияния не-
однородного напряженного состояния на оценку 
деформирования материала могут быть предло-
женные в настоящей работе модели деформиро-
вания и расчетные соотношения. Предлагаемая 
модель деформирования является самостоятель-
ной и не является частным случаем неоднород-
ности или криволинейной анизотропии. 

Приведенные в статье построения модели де-
формирования материала свидетельствуют о 
том, что неидеальные продольно сжимаемые 
стержни за счет технологических дефектов изго-
товления и монтажа деформации изгиба появля-
ются в начальный момент нагружения. Возника-
ющая вследствие этого неоднородность напря-
женного состояния создает индуцированную его 
видом криволинейную трансверсальную анизо-
тропию со сложно изменяющимися в пределах 
размеров стержня упругими характеристиками. 

Следующее из наличия начальных возмуще-
ний усложнение разрешающего уравнения вы-
водит задачу сжатия простого гибкого стержня 
из задачи устойчивости первого рода. Более 
того, заявленные ранее причины неоднородно-
сти напряженного состояния, вызывающие из-
гиб с самого начала деформирования, усложнят 
уравнение (13), приводя его к неоднородному. В 
этом случае задача представляет собой исследо-
вание процесса устойчивости второго рода. От-
метим, что в источнике [18] подчеркивается 
бесперспективность деления процесса потери 
устойчивости по родам. 

Судить об исчерпании запаса устойчивости 
стержня в этом случае следует по превышению 
максимальным прогибом нормируемых значе-
ний соответствующих технических регламентов. 
Представляется целесообразным использовать 
полученные теоретические результаты для 
практической оценки диапазона запаса устойчи-
вости стержней. В качестве способа реализации 
могут применяться приближенные методы. 
Например, метод Бубнова – Галеркина [19] или 
метод переменного параметра упругости [20].  

Научная работа такой направленности вы-
полняется впервые, полученные результаты 
свидетельствуют о необходимости распростра-
нения разрабатываемых предложений на более 
широкий круг задач. 
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ФРАКТАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ОРГАНИЗАЦИИ ГОРОДСКОЙ АРХИТЕКТУРНОЙ СРЕДЫ 
О. М. Шенцова  
Южно-Уральский государственный гуманитарно-педагогический университет, г. Челябинск, Россия 

 
Данная работа направлена на исследования в области применения методов фрактальной геометрии в проектировании 

архитектурной городской среды. При помощи фрактальной геометрии стало возможным определять способы формообразо-
вания архитектурных объектов и их дизайн, выявлять новые характерные особенности. Цель работы – выявить принципы 
применения фрактальных структур в формообразовании объектов городской архитектурной среды. В ходе этапа исследо-
вания были определены сущность понятий «фрактал», «фрактальность», обозначены их свойства и особенности, рассмот-
рены аналоги использования фрактальной геометрии в композиционных решениях объектов городской архитектурной 
среды с точки зрения фрактальной регулярности (упорядоченности) и нерегулярности (хаотичности). На основе анализа 
выявлены особенности, характерные для фрактальных объектов городской архитектурной среды. 

Ключевые слова: архитектурная городская среда, фрактальная геометрия, архитектура, организация среды, архитек-
турное проектирование, фрактал, фрактальность.  
 

FRACTAL GEOMETRY IN ORGANIZATION OF URBAN ARCHITECTURAL ENVIRONMENT 
O. M. Shentsova  
South Ural State Humanitarian Pedagogical University, Chelyabinsk, Russia  

 
This work is aimed at research in the field of application of fractal geometry methods in the design of an architectural urban environ-

ment. With the help of fractal geometry, it became possible to determine the ways of shaping architectural and design objects, to reveal 
their new characteristic features. The purpose of the work is to identify the principles of using fractal structures in the shaping of objects 
in the urban architectural environment. During the research stage, the essence of the concepts "fractal", "fractality" was determined, their 


