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В работе приведен метод подавления осцилляции интерполяционного многочлена Лагранжа. Явление осцилляции при-

суще почти всем интерполяционным кривым и многочисленным типам сплайнов. Под осцилляцией понимают резкое воз-
растание колебаний интерполяционной кривой, многократно превышающее размах колебаний исходных эксперименталь-
ных данных. Явление осцилляции относится к нежелательному явлению, ограничивающему область применения того или 
иного метода интерполяции. И необходимо принимать меры для подавления опасного явления осцилляции. Для многочлена 
Лагранжа явление осцилляции существует даже при равномерной сетке разбиения. Явление осцилляции многочлена Ла-
гранжа на равномерной сетке разбиения проявляется уже для многочленов тринадцатой степени. Проведены численные 
испытания предложенного метода. Этот метод подавления осцилляции интерполяционного многочлена Лагранжа суще-
ственно расширяет сферу применимости многочлена Лагранжа. И он может быть перенесен на сплайны и другие интерпо-
ляционные кривые. В работе выяснено, что существует нижний предел подавления осцилляции многочлена Лагранжа. И 
ниже этого предела уменьшить размах колебаний интерполяционного многочлена Лагранжа невозможно. Подавление ос-
цилляции на краях отрезка интерполяции превышающий оптимальный уровень приводит к рождению новой осцилляции, 
но уже в центральной части интерполяционного отрезка. Это интересное явление показано в настоящей работе графически. 
В статье рассмотрены интерполяционные многочлены Лагранжа с чебышевскими узлами первого рода. Показано, что такие 
многочлены не осциллируют. 

Ключевые слова: интерполяция, многочлен Лагранжа, осцилляция, сплайны, Mathcad, многочлены Чебышева. 
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OSCILLATION SUPPRESSION INTERPOLATING LAGRANGE POLYNOMIAL 
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The paper presents a method for suppressing the oscillation of the Lagrange interpolation polynomial. The phenomenon of oscil-
lation is inherent in almost all interpolation curves and numerous types of splines. Oscillation is understood as a sharp increase in the 
fluctuations of the interpolation curve, many times exceeding the range of fluctuations of the initial experimental data. The phenome-
non of oscillation refers to an undesirable phenomenon that limits the scope of application of a particular interpolation method. And 
it is necessary to take measures to suppress the dangerous phenomenon of oscillation. For the Lagrange polynomial, the oscillation 
phenomenon exists even with a uniform partition set. And the phenomenon of oscillation of the Lagrange polynomial on a uniform 
grid of expansion is already manifested for polynomials of the thirteenth degree. Numerical tests of the proposed method have been 
carried out. This method of suppressing the oscillation of the Lagrange interpolation polynomial significantly expands the scope of 
applicability of the Lagrange polynomial. And it can be transferred to splines and other interpolation curves. It was found out that 
there is a lower limit to the suppression of the oscillation of the Lagrange polynomial. And below this limit, it is impossible to reduce 
the oscillation range of the Lagrange interpolation polynomial. Suppression of the oscillation at the edges of the interpolation segment 
exceeding the optimal level leads to the birth of a new oscillation, but already in the central part of the interpolation segment. This 
interesting phenomenon is shown in this paper graphically. The article considers Lagrange interpolation polynomials with Chebyshev 
nodes of the first kind. It is shown that such polynomials do not oscillate. 

Keywords: universal, interpolation, Lagrange polynomial, oscillation, splines, Mathcad, Chebyshev polynomials. 
 

Самым существенным недостатком интерполя-
ционного многочлена Лагранжа является свойство 
осцилляции. На концах отрезка интерполяции зна-
чения многочлена Лагранжа резко возрастают. 
Причем колебания многочлена Лагранжа суще-
ственно выше колебаний исходных данных [1–3]. 

На неравномерной сетке уже при числе узлов 
равных пяти колебания интерполяционного 
многочлена настолько большие, что становиться 

невозможным использование многочлена Ла-
гранжа для интерполяции. 

Интерполяционный многочлен Лагранжа 
с равномерной сеткой. 

Но даже и на равномерной сетке при числе 
узлов интерполяции равном 13 колебания мно-
гочлена Лагранжа могут в 60 раз превосходить 
колебания исходных данных (рис. 1).

 
Рис. 1. Многочлен Лагранжа с равномерной сеткой 

 

Интерполяционный многочлен Лагранжа 
с сеткой, сгущающейся к краям отрезка ин-
терполяции 

Цель работы – подавление осцилляции интер-
поляционного многочлена Лагранжа. 

Для подавления осцилляции интерполяцион-
ного многочлена Лагранжа необходимо, чтобы 
длины элементов разбиения уменьшались по 
направлениям к концам отрезка интерполяции.  

Актуальность работы 
Подавление осцилляции расширит сферу 

применения интерполяционного многочлена 
Лагранжа как в теоретических исследованиях, 
так и практических приложениях. 

Методы исследования – аналитические и 
численные с широким использованием матема-
тического пакета Mathcad. 

Новизна работы – обнаружены и исследо-
ваны новые свойства интерполяционного мно-
гочлена Лагранжа. 

Для чистоты эксперимента все построения про-
водятся на одном и том же отрезке [−0.4; 0.4].  

Интерполяционные точки строятся следую-
щим образом. Сначала строится вектор 𝑡2 из 𝑛 то-
чек на промежутке (0; 0.4]. Полученный вектор 
точек сортируется по убыванию. Меняем знак. 
Получим вектор 𝑡1 из 𝑛 точек расположенный на 
промежутке [−0.4; 0). Добавляем точку ноль. 
Объединив, получим необходимый набор интер-
поляционных точек 𝑡 в количестве 2𝑛 + 1 штук. 

В математическом пакете Mathcad указанные 
построения проводятся следующим образом: 

|

𝑗 ≔ 1 … 𝑛     𝑡2𝑗 ≔ 𝑗𝑟∆ 

𝑡1 = −𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑡2)     

𝑡 = 𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑡1,0, 𝑡2)       

 

Элементы разбиения уменьшаются в длине к 
концам отрезка [−0.4; 0.4] по степенному за-
кону, 𝑟 −показатель степени этого степенного 
закона; 𝛥 − вспомогательная константа; 
𝑦 ≔ 𝑟𝑢𝑛𝑖𝑓(2𝑛 + 1, −20,20) − значения функции 
в узлах интерполяции. 
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Построим с помощью панели программиро-
вания математического пакета Mathcad интер-
поляционный многочлен Лагранжа. Имеем:  

𝐻(𝑥, 𝑗) =

|

|

|
∏

𝑥 − 𝑡𝑘

𝑡𝑗 − 𝑡𝑘

𝑛

𝑘=2

𝑖𝑓 𝑗 = 1                                                

∏
𝑥 − 𝑡𝑘

𝑡𝑗 − 𝑡𝑘

𝑛−1

𝑘=1

∗ ∏
𝑥 − 𝑡𝑘

𝑡𝑗 − 𝑡𝑘

𝑛−1

𝑘=1

𝑖𝑓 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 

∏
𝑥 − 𝑡𝑘

𝑡𝑗 − 𝑡𝑘

𝑛−1

𝑘=1

𝑖𝑓 𝑗 = 𝑛                                                

 

Интерполяционный многочлен Лагранжа 
имеет вид: 

𝐹(𝑥) = ∑ 𝑦𝑗𝐻(𝑥, 𝑗)

2𝑛+1

𝑗=1

  

Первое построение многочлена Лагранжа 
мы провели на равномерной сетке (рис. 1), при  

𝛥 =
0.4

6
≈  0.067, 𝑟 = 1, 𝑡1 = −0.4, 𝑡2𝑛+1 = 0.4. Экс-

периментальные значения функции − 𝑦𝑗 , 𝑗 =
1 … 2𝑛 + 1 располагаются на отрезке [−20; 20].  
А график интерполяционного многочлена Ла-
гранжа растянулся на отрезок [−1200; 1200]. То 
есть коэффициент осцилляции оказался на рас-
смотренной равномерной сетке очень большим: 

𝑘1 =
1200

20
= 60. 

Попробуем подавить осцилляцию за счет 
уменьшения длин элементов разбиения по 
направлению к концам отрезка [−0.4; 0.4]. При 
этом экспериментальные значения функ-
ции:  𝑦𝑗 , 𝑗 = 1 … 2𝑛 + 1 и число узлов интерполя-
ции остаются без изменения. 

Положим:  

𝑟 = 0.53, 𝛥 =
0.4

𝑛𝑟 ≈ 0.155 , 𝑡1 = −0.4, 𝑡2𝑛+1 = 0.4. 
 

 
Рис. 2. Многочлен Лагранжа при 𝑟 = 0.53 

 

Мы видим (рис. 2), что значения многочлена Ла-
гранжа лежат на отрезке [−80; 80]. И поэтому ко-
эффициент осцилляции в данном примере равен: 

𝑘2 =
80

20
= 4. 

Это означает, что осцилляция уменьшилась по 
сравнению с первым примером (рис. 1) в 15 раз за 
счет умелого разбиения отрезка интерполирования.  

Но дальнейшее продвижение метода приво-
дит к ухудшению качества интерполяции. При 
значении параметров расчета: 

𝑟 = 0.4, 𝛥 =
0.4

𝑛𝑟 ≈ 0.195 , 𝑡1 = −0.4, 𝑡2𝑛+1 = 0.4. 

график многочлена Лагранжа будет иметь 
следующий вид (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Многочлен Лагранжа при 𝑟 = 0.4 

 

Коэффициент осцилляции в данном примере 
равен: 

𝑘3 =
300

20
= 15. 

И в отличие от предыдущего многочлена 
(рис. 1) значения рассматриваемого многочлена 
Лагранжа (рис. 3) начинают увеличиваться не 
на краях отрезка, а в центре отрезка интерполя-
ции. Отметим, значения интерполируемой 
функции (рис. 1–3) одни и те же: 

𝑦𝑗 , 𝑗 = 1 … 2𝑛 + 1. 

Приведем новые примеры подавления ос-
цилляции при 𝑛 =15. При этом число узлов и 
степень многочлена Лагранжа будут равны 31. 

Коэффициент осцилляции в данном примере 
равен: 

𝑘4 =
40 ∗ 106

20
= 2 ∗ 106. 

Будем снова уменьшать показатель степени r, и 
наблюдать за процессом подавления осцилляции. 
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Коэффициент осцилляции в данном примере 
равен: 

𝑘5 =
1000

20
= 50. 

 
Рис. 4. Многочлен Лагранжа: 𝑛 = 15, 𝑟 = 1.  Число узлов 31 

 

 

 
Рис. 5. Многочлен Лагранжа: 𝑛 = 15, 𝑟 = 0.57. Число узлов 31 

 

Мы видим, что эффект подавления осцилля-
ции значительный. Коэффициент осцилляции 
уменьшился с двух миллионов до 50. Но далее 
понизить его невозможно.  

Мы установили, что уменьшение длин элемен-
тов разбиения отрезка по направлению от центра 
отрезка интерполяции к его краям по степенному 
закону приводит к значительному подавлению 
процесса осцилляции многочлена Лагранжа. 

Но может степенной закон не самый опти-
мальный закон? Возможно, существуют более 
эффективные законы подавления осцилляции 
многочлена Лагранжа? Построим интерполяци-
онные многочлены Лагранжа, со специально по-
добранными узлами интерполяции. В качестве 
узлов интерполяции возьмем корни чебышев-
ских многочленов первого рода. 

Интерполяционный многочлен Лагранжа 
с чебышевскими узлами первого рода 

Чебышевские многочлены первого рода, за-
данные на произвольном отрезке [−𝑎, 𝑎] опре-
деляются двумя эквивалентными формулами: 

|
|

𝑇(𝑥) = cos (acos (
𝑥

𝑎
))   

𝑇(𝑥) =
2𝑛−1

𝑎𝑛 ∏(𝑥 − 𝑡𝑗)

𝑛

𝑗=1

. 

Чебышевские узлы интерполяции являются 
корнями чебышевских многочленов первого 

рода. Они располагаются на отрезке [−𝑎; 𝑎] и 
вычисляются по следующим формулам: 

|

𝑗 ≔ 1. . 𝑛                                      

𝑡𝑗 ≔ −𝑎 cos (
𝜋(2𝑗 − 1) + 1

2𝑛
)

 . 

Особенность работы. Многочлены Чебышева 
определены на отрезке [−𝑎; 𝑎]. Но в настоящей 
работе в качестве отрезка интерполяции рас-
сматривался всегда отрезок [𝑡1, 𝑡𝑛], который не-
сколько меньше отрезка [−𝑎; 𝑎].  

Интерполяционные многочлены Лагранжа с че-
бышевскими узлами первого рода обладают уди-
вительным свойством. Явление осцилляции в них 
не возникает. Можно видеть (рис. 6), что при числе 
узлов  𝑛 = 40 осцилляция не возникла. Экспери-
ментальные значения функции (рис. 6) лежат в 
пределах от минус десяти до плюс десяти. Значе-
ния интерполяционного многочлена Лагранжа ле-
жат в пределах от –12 до 12. Коэффициент осцилля-
ции равен 1.2. Это означает, что интерполяцион-
ный многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами 
первого рода практический не осциллирует. 

Возможно, осцилляция все же возникнет при 
большом числе узлов? Исследуем этот вопрос. 
Интерполяционный многочлен Лагранжа с че-
бышевскими узлами при 𝑛 = 200 представлен 
на рисунке 7. 
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Рис. 6. Многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами: 𝑛 = 40 

 

 

 
Рис. 7. Многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами: 𝑛 = 200  

 

Экспериментальные значения функции лежат 
по прежнему в пределах от –10 до 10. Корни чебы-
шевских многочленов лежат в пределах от –10 до 
10. Коэффициент осцилляции вырос незначитель-
но и равен 1.5. Мы видим, что и при достаточно 
большом числе узлов интерполяции многочлен Ла-
гранжа с чебышевскими узлами первого рода прак-
тический не осциллирует. 

Возникнет ли явление осцилляции, если 
сами экспериментальные значения функции 
имеют изначально большой разброс? 

Построим график интерполяционного мно-
гочлена Лагранжа с чебышевскими узлами при 
𝑛 = 100 и разбросом экспериментальных значе-
ний функции от –10000 до 10000 (рис. 8). Корни 
чебышевских многочленов лежат в пределах  
от –10 до 10.

 
Рис. 8. Многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами: 𝑛 = 100

Коэффициент осцилляции равен 1.5. Разброс 
значений экспериментальной функции в даном 
примере очень велик. Но мы видим, что 
существенное увеличение разброса значений 
экспериментальной функции не привело к росту 
коэффициента осцилляции. Можно сказать, что 
значения экспериментальной функции никак не 
влияют на коэффициент осцилляции. 

Возникнет ли явление осцилляции при боль-
шой длине отрезка интерполяции?  

Для ответа на этот вопрос построим график 
интерполяционного многочлена Лагранжа с че-
бышевскими узлами при 𝑛 = 100, разбросом 
экспериментальных значений функции от –100 
до 100. Корни чебышевского многочлена лежат 
в пределах от –2500 до 2500 (рис. 9).
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Рис. 9. Многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами: 𝑛 = 100  и корнями, лежащими на отрезке [−2500; 2500] 

 

Мы видим, что коэффициент осцилляции яв-
ляется очень маленьким. Он равен всего 1.4. Та-
ким образом, увеличение отрезка интерполя-
ции никак не вызывает роста коэффициента ос-

цилляции. Еще раз отметим, что отрезком ин-
терполяции у нас является отрезок  [𝑡1; 𝑡100], ко-
торый несколько меньше отрезка [−2500; 2500]. 

Возникнет ли явление осцилляции при очень 
маленькой длине отрезка интерполяции? 

 

 
Рис. 10. Многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами: 𝑛 = 100 и корнями, лежащими на отрезке [−0.001; 0.001] 

 

Мы видим (рис. 10), что картина качественно 
не изменилась, несмотря на очень малую вели-
чину отрезка интерполяции. Коэффициент ос-
цилляции и в этом примере незначителен. Он 
равен 1.5. Таким образом, уменьшение длины 
отрезка интерполяции никак не влияет на коэф-
фициент осцилляции.  

Графическое сравнение интерполяцион-
ного многочлена Лагранжа с чебышевскими 
узлами первого рода со сплайнами 

Сплайны для сравнения результатов брались 
из математического пакета Mathcad. В частности 

(рис. 11) был использован следующий сплайн 
пакета Mathcad: 

|
𝑍2 = 𝑙𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒(𝑡, 𝑦)                

𝑃2(𝑥) ≔ 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝(𝑍2, 𝑡, 𝑦, 𝑥)
 . 

Отметим, что в стандартном пакете Mathcad 
нет сплайнов с произвольными граничными 
условиями. Поэтому не удалось сделать так, чтобы 
граничные значения многочлена Лагранжа и 
сплайна (рис. 11) были равными. Но это не так 
существенно, ведь с увеличением количества 
узлов влияние краевых условий на график 
сплайна уменьшается.  

 

 
Рис. 11. Многочлен Лагранжа с чебышевскими узлами: 𝑛 = 100 и сплайн lspline
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Мы видим, что многочлен Лагранжа с чебы-
шевскими узлами способен конкурировать с 
различными типами сплайнов (рис. 11). 

Выводы 
Численные исследования интерполяцион-

ного многочлена Лагранжа с чебышескими уз-
лами первого рода показали невероятные свой-
ства этого многочлена: 

1) не осциллирует; 
2) устойчив к изменениям любых парамет-

ров интерполяции; 
3) способен работать при большом количе-

стве узлов интерполяции; 
4) может конкурировать со сплайнами. 
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зависит от учебной нагрузки кафедры, норм времени по объему учебной нагрузки и индивидуальных характеристик препо-
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ния часов. Для поиска оптимального распределения нагрузки предлагается использовать следующий алгоритм. Для реали-
зации описанного алгоритма была спроектирована информационная система поддержки распределения нагрузки профес-
сорско-преподавательского состава. Авторами разработана математическая модель и информационная система распределе-
ния оптимальных вариантов нагрузки между профессорско-преподавательским составом кафедр с учетом их квалификации. 
Модель базируется на представлении всех дисциплин кафедры в качестве дискретного множества ресурсов, которые необ-
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