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C. C. Гусев1, Е. Ф. Анисимов2 
1Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, г. Москва, Россия; 
2Московский политехнический университет, г. Москва, Россия 
 

В данной работе рассматриваемая задача о приведении температуры диска к заданной температуре к конечному мо-
менту времени. Вначале формулируется постановка задачи исследования, которая заключается в построении решения за-
дачи для определения оптимального управления процессом нагрева диска. Новизна данной работы заключается в привле-
чении средств программирования и визуализации к решению задачи оптимизации. Далее приводится построение неявной 
центрально-разностной схемы, которое сводится к введению безразмерных переменных, что приводит к построению шаб-
лона неявной центрально-разностной схемы, которая представлена далее на рисунке 3. Затем приводится определение по-
рядка аппроксимации неявной центрально-разностной схемы, где показывается, что погрешность аппроксимации данной 
схемы имеет второй порядок. После, формулируется и приводится доказательство устойчивости неявно-разностной схемы, 
где исследуется неявно-разностная схема на устойчивость, для чего мы впоследствии воспользуемся необходимым спек-
тральным условием Неймана устойчивости схемы по начальным данным. Затем приводится представление граничных усло-
вий в разностном виде, где граничные условия в разностном виде должны также иметь второй порядок аппроксимации. И в 
конце приводится метод решения задачи оптимального управления, где мы сводим задачу оптимального управления к за-
даче условной оптимизации. 
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неявная центрально-разностная схема, безразмерные переменные, аппроксимация, погрешность аппроксимации, порядок ап-
проксимации, доказательство устойчивости неявно-разностной схемы. 
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In this paper, we consider the problem of bringing the disk temperature to a given temperature at a finite time. First, the statement 
of the research problem is formulated, which consists in constructing a solution to the problem for determining the optimal control of 
the disk heating process. The novelty of this work lies in the use of programming and visualization tools to solve the optimization 
problem. The construction of the implicit central-difference scheme is given below, which reduces to the introduction of dimensionless 
variables, which leads to the construction of the template of the implicit central-difference scheme, which is presented further in Figure 
3. Then the definition of the order of approximation of the implicit central-difference scheme is given, where it is shown that the error 
of approximation of this scheme is of the second order. After that, we formulate and present a proof of the stability of the implicit-
difference scheme, where we study the implicit-difference scheme for stability, for which we subsequently use the necessary Neumann 
spectral condition for the stability of the scheme from the initial data. Then a representation of the boundary conditions in the differ-
ence form is given, where the boundary conditions in the difference form must also have a second order of approximation. And at the 
end, we present a method for solving the optimal control problem, where we reduce the optimal control problem to the conditional 
optimization problem. 

Keywords: temperature, disk, time, finite moment, research problem, process, optimal control, implicit central difference scheme, 
dimensionless variables, approximation, approximation error, approximation order, proof of stability of the implicit difference scheme. 

 

Введение 
Задачи оптимизации встречаются практиче-

ски во всех сферах человеческой деятельности, 
так как любое разумное действие является в 
определенном смысле и оптимальным. Ведь оно 
выбрано после сравнения с другими (менее 
предпочтительными) действиями. 

Оптимизация - целенаправленная деятель-
ность, заключающаяся в получении наилучших 
результатов при соответствующих условиях. 

Поиски оптимальных решений привели к со-
зданию специальных математических методов 
и уже в 18 веке были заложены математические 
основы оптимизации (вариационное исчисле-
ние, численные методы и др). Однако до второй 
половины 20 века методы оптимизации во мно-
гих областях науки и техники применялись 
очень редко, поскольку практическое использо-
вание математических методов [6] оптимиза-
ции требовало огромной вычислительной ра-
боты, которую без ЭВМ реализовать было 
крайне трудно, а в ряде случаев - невозможно. 

Если отвлечься от экономического, физиче-
ского, химического или иного содержания этих 
задач, то все они сводятся к следующей оптими-
зационной задаче. Найти минимум (или макси-
мум) функции или функционала на некотором 
множестве некоторого пространства, то есть 
здесь выражает качество управления, а множе-
ство определяется ограничениями на ресурсы, 
возможностями экономических или других про-
цессов в изучаемой системе. 

Данная работа посвящена постановке задачи, 
построению решения задачи для определения 
оптимального управления процессом нагрева 
диска. Новизна данной работы заключается в 
привлечении средств программирования и визу-
ализации к решению задачи оптимизации. 

В ходе работы ставились следующие задачи: 
• постановка задачи оптимального управления; 
• исследование этой задачи; 
• изучение численных методов решения за-

дач оптимизации. 
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Вначале ставится задача оптимального 
управления. Далее исследуется данная задача и 
находится численный метод ее решения. И 
наконец, ставится задача мощного средства ре-
шения различных инженерных и прикладных 
задач. В заключении подводятся итоги статьи. 
Основным результатом работы является чис-
ленная реализация метода оптимизации для 

нахождения оптимального управления процес-
сом нагрева диска. 

Постановка задачи 
В докладе рассматривается задача оптималь-

ного управления нестационарного процесса теп-
лопроводности в диске или в шаре. В первом слу-
чае мы имеем осевую симметрию, во втором – 
центральную [8–11], которые приведены ниже 
на рисунках 1 и 2 соответственно. 

 

  
Рис. 1. Осевая симметрия Рис. 2. Центральная симметрия 

В данном случае модель процесса описыва-
ется одномерным параболическим уравнением: 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

1

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛𝑘(𝑟)

𝜕𝜑

𝜕𝑟
),            (1) 

где  
𝑛 = 1 – см. рисунок 1,  
𝑛 = 2  – см. рисунок 2, 
𝜑(𝑡, 𝑟) – температура тела в точке 𝑟 в момент 

времени 𝑡, 

𝑟 = √𝑥0 + 𝑦0, (0 ≤ 𝑥0 ≤ 1), (0 ≤ 𝑦0 ≤ 1) 

𝑡𝑘 – конечный момент времени (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘), 
𝑅 – радиус диска или шара  (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅), 
𝑘 – коэффициент теплопроводности. В даль-

нейшем будем считать его не зависящим от 𝑟, 
т.е. 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

При 𝑡 = 0, ставится начальное условие: 
𝜑(0, 𝑟) = 𝜑0(𝑟).                      (2) 

При 𝑟 = 𝑅 граничное условие имеет вид: 
𝜕𝜑(𝑡, 𝑅)

𝜕𝑟
+ 𝛼𝜑(𝑡, 𝑅) = 𝛼𝑈(𝑡).         (3) 

𝑈(𝑡) – температура на границе, которая нахо-
дится полностью в нашем распоряжении. В дан-
ной работе 𝑈(𝑡) – является управляющей функ-
цией, зависящей от времени, а 𝛼 – является поло-
жительным коэффициентом пропорционально-
сти, называемый коэффициентом теплообмена. 

При 𝑟 = 0, ставится условие ограниченности, 
т.е. |𝜑(𝑡, 0)| < ∞, которое является следствием 
непрерывности и дифференцируемости реше-
ния уравнения (1): 

lim
𝑟→0

𝑟𝑛𝑘
𝜕𝜑(𝑡, 𝑟)

𝜕𝑟
= 0.                   (4) 

В данной работе рассматриваемая задача о 
приведении температуры диска к заданной тем-
пературе к конечному моменту времени. А 
именно, требуется найти функцию 𝜑(𝑡, 𝑟), кото-
рая является решением уравнения (1) и удовле-
творяет условиям (2) − (4), найти допустимое 
управление 𝑈(𝑡), т.е. функцию 𝑈(𝑡), удовлетво-
ряющую ограничениям вида: 

0 < 𝑈− ≤ 𝑈(𝑡) ≤ 𝑈+,               (5) 
где 𝑈+ и 𝑈− – заданные константы, а также, 
управляя температурой на границе, к задан-
ному моменту 𝑡𝑘 > 0 распределение темпера-
туры в области сделать как можно ближе к за-
данному распределению 𝜑𝑔(𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅. 

Математическая формулировка этой задачи: 
рассмотрим функционал, характеризующий от-
клонение текущей температуры от целевой 
температуры. Необходимо определить функ-
цию 𝑈(𝑡), которая доставляет минимум данного 
функционала: 

𝐽 = ∫ 𝑟𝑛
𝑅

0

[𝜑(𝑡𝑘, 𝑟) − 𝜑𝑔(𝑟)]2𝑑𝑟 +  𝛽 ∫ 𝑈(𝑡)2
𝑡𝑘

0

𝑑𝑡.                                                           (6) 
 

Прежде всего найдем выражение для вариа-
ции функционала (6) через вариацию управле-
ния (5). Для этого придадим управлению 𝑈(𝑡) 
некоторое малое приращение 𝛿𝑈(𝑡). Тогда, оче-
видно, также, что малые приращения получат и 

функция 𝜑(𝑡, 𝑟), и функционал (6) . При этом 
уравнение (1) примет вид: 

𝜕(𝜑 + 𝛿𝜑)

𝜕𝑡
=

𝑘

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕(𝜑 + 𝛿𝜑)

𝜕𝑟
)        (7), 

а функционал (6): 
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𝐽 + 𝛿𝐽 = ∫ 𝑟𝑛
𝑅

0

[𝜑(𝑡𝑘, 𝑟) + 𝛿𝜑(𝑡𝑘, 𝑟) − 𝜑𝑔(𝑟)]2𝑑𝑟 +  𝛽 ∫ (𝑈(𝑡) + 𝛿𝑈(𝑡))2
𝑡𝑘

0

𝑑𝑡 . 
 

Отметим, то функция 𝜑(𝑡, 𝑟) удовлетворяет 
уравнению (1). Вычтем из уравнения (7) урав-
нение (1). Получим: 

 

𝜕(𝜑 + 𝛿𝜑)

𝜕𝑡
−

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

𝑘

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕(𝜑 + 𝛿𝜑)

𝜕𝑟
) −

𝑘

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕𝜑

𝜕𝑟
). 

 

Отсюда, зная общий вид первой вариации и 
ограничиваясь членами первого порядка мало-
сти, мы получим для 𝛿𝜑(𝑡, 𝑟) так называемое 
уравнение в вариациях следующего вида: 

𝜕𝛿𝜑

𝜕𝑡
=

𝑘

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕𝛿𝜑

𝜕𝑟
)                    (8) 

со следующими граничными и начальными 
условиями: 

𝛿𝜑(0, 𝑟) = 0,  

lim
𝑟⟶0

(𝑟𝑛
𝜕𝛿𝜑(𝑡, 𝑟)

𝜕𝑟
) = 0,        (9)

𝜕𝛿𝜑(𝑡, 𝑅)

𝜕𝑟
+ 𝛼𝛿𝜑(𝑡, 𝑅) = 𝛼𝛿𝑈(𝑡).  

 

Ограничиваясь также членами первого по-
рядка малости в выражении для приращения 
функционала, получим формулу для вариации 
функционала:

 

𝛿𝐽 = ∫ 2𝑟𝑛
𝑅

0

[𝜑(𝑡𝑘, 𝑟) − 𝜑𝑔(𝑟)]𝛿𝜑(𝑡𝑘, 𝑟)𝑑𝑟 + 2 𝛽 ∫ 𝑈(𝑡)𝛿𝑈(𝑡)
𝑡𝑘

0

𝑑𝑡 .                              (10)

Введем скалярное произведение двух функ-
ций 𝑓(𝑡, 𝑟) и 𝑔(𝑡, 𝑟) в гильбертовом простран-
стве 𝐿2[𝑄],   𝑄 = {0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅}по следующему пра-
вилу [9]: 

< 𝑓, 𝑔 > (𝑡)  = ∫ 𝑟𝑛𝑓(𝑡, 𝑟)𝑔(𝑡, 𝑟)𝑑𝑟
𝑅

0

. 

Отсюда видно, что < 𝑓, 𝑔 > является функ-
цией времени. 

Покажем, что

∫ 2𝑟𝑛
𝑅

0

[𝜑(𝑡𝑘, 𝑟) − 𝜑𝑔(𝑟)]𝛿𝜑(𝑡𝑘 , 𝑟)𝑑𝑟 = 𝛼𝑘𝑅𝑛 ∫ 𝜓(𝑡, 𝑅)𝛿𝑈(𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑘

0

,                                 (11)

где 𝜓(𝑡, 𝑅) – решение вспомогательного сопря-
женного уравнения вида[9]: 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

𝑘

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕𝜓(𝑡, 𝑟)

𝜕𝑟
),               (12) 

с граничными условиями: 

lim
𝑟→0

𝑟𝑛𝑘
𝜕𝜓(𝑡, 𝑟)

𝜕𝑟
= 0, 

  
𝜕𝜓(𝑡, 𝑅)

𝜕𝑟
+ 𝛼𝜓(𝑡, 𝑅) = 0.              (13) 

Следует отметить, что природа уравнения 
(12) такова, что задание начальных условий при 
𝑡 = 0 делает задачу (12), (13) некорректной и 
поэтому условие надо выставлять при 𝑡 = 𝑡𝑘, а 
решение этой задачи можно получить двигаясь 
от момента 𝑡 = 𝑡𝑘  к 𝑡 = 0. О том, какие условия 
необходимо выставить при 𝑡 = 𝑡𝑘, будет указано 
несколько позже[8].  

Продолжим вывод равенства (11), пользуясь 
сопряженной системой и введенными скаляр-
ным произведением. 

Равенство  (11) получено. Подставляя (11) в 
(10) будем иметь: 

𝛿𝐽 = 𝛼𝑘𝑅𝑛 ∫ 𝜓(𝑡, 𝑅)𝛿𝑈(𝑡)
𝑡𝑘

0

+ 2 𝛽 ∫ 𝑈(𝑡)𝛿𝑈(𝑡)
𝑡𝑘

0

𝑑𝑡. 

т.е.  

𝛿𝐽 =  ∫ (𝛼𝑘𝑅𝑛𝜓(𝑡, 𝑅) + 2 𝛽𝑈(𝑡))
𝑡𝑘

0

𝛿𝑈(𝑡)𝑑𝑡.  (14) 

Далее подчиним 𝜓(𝑡𝑘, 𝑟) следующему усло-
вию: 

𝜓(𝑡𝑘, 𝑟) = 2[𝜑(𝑡𝑘, 𝑟) − 𝜑𝑔(𝑟)].     (15) 

Таким образом, в работе была получена фор-
мула для вариации минимизируемого функцио-
нала, выраженную через вариацию управления. 
Эта формула позволит применять для решения 
нашей задачи известные численные методы оп-
тимизации, в том числе и метод градиентного 
спуска. Стоит отметить, что многие исследова-
тели изучают процессы теплопроводности. В ра-
ботах [13, 14] рассматриваются более сложные 
модели и исследуется вопрос о свойствах дис-
кредитированных задач, а именно изучаются 
вопросы сходимости предлагаемых методов и 
разностных схем. 

Численный метод решения задачи 
Построение неявной центрально-разностной 

схемы 
Введем безразмерные переменные следую-

щим образом [1]: 

𝑟′ =
𝑟

𝑅
, 𝑡′ =

𝑘𝑡

𝑅2
. 

В этих переменных управление (1) запи-
шется в виде: 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

1

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕𝜑

𝜕𝑟
),                    (16) 

а наша краевая задача определена в прямо-
угольнике: 

𝐷 = (0 ≤ 𝑟 ≤ 1,0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘). 
Отметим, что здесь мы переменные 𝑟′ и 𝑡′ 

снова обозначили через 𝑟 и 𝑡. 
Условие (3) будет иметь тот же вид, если 

иметь ввиду, что коэффициент теплообмена 𝛼 
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теперь примет вид 𝛼𝑅, а эту величину мы снова 
обозначим через 𝛼. 

Введем сетки: 
𝜔ℎ = {𝑟𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑁}

𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0,1, … , 𝑗0}
 

с шагами ℎ =
1

𝑁
 и 𝜏 =

𝑡𝑘

𝑗0
. 

Обозначим через  𝜑𝑖
𝑗
 значение в узле (𝑟𝑖,𝜏𝑗) 

сеточной функции 𝜑, определенной на 𝐷. Заме-

няя производные 
𝜕𝜑

𝜕𝑡
 и 

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛𝑘

𝜕𝜑

𝜕𝑟
) их разност-

ными выражениями построим неявную цен-
трально-разностную схему для уравнения (16).  

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

𝜑𝑖
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗

𝜏
, 

𝜕𝜑

𝜕𝑟
=

𝜑𝑖+1
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗+1

ℎ
. 

Шаблон неявной центрально-разностной 
схемы выглядит следующим образом: 

 

 
Рис. 3. Шаблон неявно-разностной схемы 

 

Применим оператор 
𝜕

𝜕𝑟
 к 𝑟𝑛 𝜕𝜑

𝜕𝑟
 и заменим про-

изводную по радиусу ее разностным выраже-
нием. Будем иметь:

 

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜕𝜑

𝜕𝑟
) =

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑛

𝜑𝑖+1
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗+1

ℎ
) = (

𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛 𝜑𝑖+1
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗+1

ℎ2
− (

𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛 𝜑𝑖
𝑗+1

− 𝜑𝑖−1
𝑗+1

ℎ2

Следовательно, схема будет выглядеть сле-
дующим образом:

𝜑𝑖
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗

𝜏
=

1

𝑟𝑖
𝑛ℎ

((
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛 𝜑𝑖+1
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗+1

ℎ
 − (

𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛 𝜑𝑖
𝑗+1

− 𝜑𝑖−1
𝑗+1

ℎ
).                      (17)

Определение порядка аппроксимации не-
явной центрально-разностной схемы 

Покажем, что погрешность аппроксимации 
данной схемы имеет второй порядок. 

Представим в виде ряда Тейлора  𝜑𝑖+1
𝑗+1

, 𝜑𝑖−1
𝑗+1

 в 

окрестности точки (𝑟𝑖 , 𝑡𝑗+1):

 

𝜑𝑖+1
𝑗+1

= 𝜑𝑖
𝑗+1

+
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 +
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 +
1

5!

𝜕5𝜑

𝜕𝑟5
|

𝑖

𝑗+1

ℎ5 + ⋯, 

𝜑𝑖−1
𝑗+1

= 𝜑𝑖
𝑗+1

−
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 −
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 −
1

5!

𝜕5𝜑

𝜕𝑟5
|

𝑖

𝑗+1

ℎ5 + ⋯ ,

Подставим представления в ряд Тейлора в пра-
вую часть центрально-разностной схемы [4, 5, 7]:

 

1

𝑟𝑖
𝑛ℎ

((
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛 𝜑𝑖+1
𝑗+1

− 𝜑𝑖
𝑗+1

ℎ
− (

𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛 𝜑𝑖
𝑗+1

− 𝜑𝑖−1
𝑗+1

ℎ
) = 

=
1

𝑟𝑖
𝑛ℎ2

[(
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛

𝜑𝑖+1
𝑗+1

− ((
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛

− (
𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛

) 𝜑𝑖
𝑗+1

+ (
𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛

𝜑𝑖−1
𝑗+1

] = 

=
1

𝑟𝑖
𝑛ℎ2

[(
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛

(𝜑𝑖
𝑗+1

+
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 +
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 +
1

5!

𝜕5𝜑

𝜕𝑟5
|

𝑖

𝑗+1

ℎ5 + ⋯ . )

+ (
𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛

(𝜑𝑖
𝑗+1

−
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 −
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4

−
1

5!

𝜕5𝜑

𝜕𝑟5
|

𝑖

𝑗+1

ℎ5 + ⋯ ) − ((
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛

− (
𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛

) 𝜑𝑖
𝑗+1

] 

 

Вынесем за скобки коэффициенты при 𝜑𝑖
𝑗+1

 и 

сократим с последним слагаемым. Получим:
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1

𝑟𝑖
𝑛ℎ2

[(
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
)

𝑛

(
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 +
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 +
1

5!

𝜕5𝜑

𝜕𝑟5
|

𝑖

𝑗+1

ℎ5 + ⋯ )

+ (
𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
)

𝑛

(−
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 −
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4

−
1

5!

𝜕5𝜑

𝜕𝑟5
|

𝑖

𝑗+1

ℎ5 + ⋯ )] 

 

Очевидно, что 𝑟𝑖 ⋍
𝑟𝑖+1+𝑟𝑖

2
 и 𝑟𝑖 ⋍

𝑟𝑖+𝑟𝑖−1

2
. Следовательно,

 

1

𝑟𝑖
𝑛ℎ2

[𝑟𝑖
𝑛 (

𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 +
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 + ⋯ )

+ 𝑟𝑖
𝑛 (−

𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 −
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 − ⋯ )] = 

=
1

ℎ2
[
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 +
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3 +
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 + ⋯ −
𝜕𝜑

𝜕𝑟
|

𝑖

𝑗+1

ℎ +
1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 −
1

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑟3
|

𝑖

𝑗+1

ℎ3

+
1

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 − ⋯ ] =
1

ℎ2
[
𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

ℎ2 +
1

6

𝜕4𝜑

𝜕𝑟4
|

𝑖

𝑗+1

ℎ4 + ⋯ ] =
𝜕2𝜑

𝜕𝑟2
|

𝑖

𝑗+1

+ 𝑂(ℎ2)

Преобразуя эту схему и учитывая, что 𝑟𝑖 =
𝑖ℎ,   𝑟𝑖+1 = (𝑖 + 1)ℎ,   𝑟𝑖−1 = (𝑖 − 1)ℎ, будем иметь:

 

(2𝑖 + 1)𝑛

2𝑛𝑖𝑛ℎ2
 𝜑𝑖+1

𝑗+1
− [

(2𝑖 + 1)𝑛 + (2𝑖 − 1)𝑛

2𝑛𝑖𝑛ℎ2
+

1

𝜏
] 𝜑𝑖

𝑗+1
+

(2𝑖 − 1)𝑛

2𝑛𝑖𝑛ℎ2
 𝜑𝑖−1

𝑗+1
=

𝜑𝑖
𝑗

𝜏
.

Внесем в скобки 
1

2𝑛𝑖𝑛 :
 

(1 +
1
2𝑖

)𝑛

ℎ2
 𝜑𝑖+1

𝑗+1
− [

(1 +
1
2𝑖

)
𝑛

+ (1 −
1
2𝑖

)
𝑛

ℎ2
+

1

𝜏
] 𝜑𝑖

𝑗+1
+

(1 −
1
2𝑖

)
𝑛

ℎ2
 𝜑𝑖−1

𝑗+1
=

𝜑𝑖
𝑗

𝜏
.                           (18)

Доказательство устойчивости неявно-раз-
ностной схемы 

Исследуем эту неявно-разностную схему на 
устойчивость. Для этого воспользуемся необхо-
димым спектральным условием Неймана устой-
чивости схемы по начальным данным [2, 3]: 

«Спектр оператора перехода со слоя на слой 
должен лежать в единичном круге |𝜆(𝛼)| ≤ 1». 

Возьмем в качестве начального условия гар-
монику 𝑒𝑖𝛼𝑛. Рассмотрим оператор перехода со 
слоя на слой. Для удобства заменим обозначе-

ние 𝜑𝑖
𝑗
 на 𝜑𝑚

𝑗
, так как в доказательстве будет фи-

гурировать мнимая единица 𝑖. Получим: 

𝜑𝑚
𝑗

= 𝜆𝑗𝑒𝑖𝛼𝑚, 𝑗 = 1,2, … , 𝑗0 

Пусть 
𝜏

ℎ2 = ℛ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  При 𝑗 = 0 в равенстве 

(18) получаем:
 

ℛ (1 +
1

2
)

𝑛

 𝑒𝑖𝛼 − [ℛ ((1 +
1

2
)

𝑛

+ (1 −
1

2
)

𝑛

) + 1] 𝜆 + ℛ (1 −
1

2
)

𝑛

 𝑒−𝑖𝛼 = 1.

Отсюда выразим 𝜆: 

𝜆 =
ℛ ((

3
2

)
𝑛

 𝑒𝑖𝛼 + (
1
2

)
𝑛

 𝑒−𝑖𝛼) + 1

ℛ ((
3
2

)
𝑛

+ (
1
2

)
𝑛

) + 1

. 

В начале рассмотрим случай осевой симмет-
рии при 𝑛 = 1:

 

𝜆 =
ℛ (

3
2

 𝑒𝑖𝛼 +
1
2

 𝑒−𝑖𝛼) + 1

2ℛ + 1
=

ℛ ( 𝑒𝑖𝛼 + 
𝑒𝑖𝛼 + 𝑒−𝑖𝛼

2
) + 1

2ℛ + 1
=

ℛ(2𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼 ) + 1

2ℛ + 1
.

Проверим спектральный критерий: 
ℛ(2𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼 ) + 1

2ℛ + 1
≤ 1, 

|𝑐𝑜𝑠𝛼 +
1

2
𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼| ≤ 1, 
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cos2 𝛼 −
1

4
sin2 𝛼 ≤ 1. 

Представим правую часть в виде основного 
тригонометрического тождества [12, 15]: 

cos2 𝛼 −
1

4
sin2 𝛼 ≤ sin2 𝛼 + cos2 𝛼, 

−
1

4
sin2 𝛼 ≤ sin2 𝛼. 

Следовательно, для любых 𝛼 неявно-раз-
ностная схема устойчива для осевой симметрии.  

Теперь проверим для центральной симмет-
рии при 𝑛 = 2:

 

𝜆 =
ℛ (

9
4

 𝑒𝑖𝛼 +
1
4

 𝑒−𝑖𝛼) + 1

5
2

ℛ + 1
=

ℛ ( 2𝑒𝑖𝛼 + 
𝑒𝑖𝛼 + 𝑒−𝑖𝛼

4
) + 1

5
2

ℛ + 1
=

ℛ (
5
2

𝑐𝑜𝑠𝛼 + 2𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼 ) + 1

5
2

ℛ + 1
.

Проверим спектральный критерий: 

ℛ (
5
2

𝑐𝑜𝑠𝛼 + 2𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼 ) + 1

ℛ
5
2

+ 1
≤ 1, 

|𝑐𝑜𝑠𝛼 +
4

5
 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼| ≤ 1, 

cos2 𝛼 −
16

25
sin2 𝛼 ≤ 1. 

Представим правую часть в виде основного 
тригонометрического тождества: 

cos2 𝛼 −
16

25
sin2 𝛼 ≤ sin2 𝛼 + cos2 𝛼, 

−
16

25
sin2 𝛼 ≤ sin2 𝛼. 

Неравенство выполняется для любых 𝛼. Сле-
довательно неявно-разностная схема устойчива 
для осевой (𝑛 = 1) и центральной (𝑛 = 2) сим-

метриях для любых ℛ =
𝜏

ℎ2. Таким образом 

устойчивость схемы доказана. 
Заключение 
В заключении следует отметить, что все по-

ставленные задачи были выполнены, цели до-
стигнуты. В ходе данной работы было найдено 
решение задачи оптимального управления, а 
именно оптимального управления процессом 
нагрева диска. Следует отметить, что в данной 
работе рассматривалась задача о приведении 
температуры диска к заданной температуре к 

конечному моменту времени. Вначале формули-
ровалась постановка задачи исследования, ко-
торая заключается в построении решения за-
дачи для определения оптимального управле-
ния процессом нагрева диска. Далее приводится 
построение неявной центрально-разностной 
схемы, которое сводится к введению безразмер-
ных переменных, что приводит к построению 
шаблона неявной центрально-разностной 
схемы, которая представлена на рисунке 3. За-
тем приводится определение порядка аппрок-
симации неявной центрально-разностной 
схемы, где показывается, что погрешность ап-
проксимации данной схемы имеет второй поря-
док. После, формулируется и приводится дока-
зательство устойчивости неявно-разностной 
схемы, где исследуется неявно-разностная 
схема на устойчивость, для чего мы впослед-
ствии воспользовались необходимым спек-
тральным условием Неймана устойчивости 
схемы по начальным данным. Затем приводится 
представление граничных условий в разност-
ном виде, где граничные условия в разностном 
виде должны также иметь второй порядок ап-
проксимации. И в конце приводится метод ре-
шения задачи оптимального управления, где 
мы сводим задачу оптимального управления к 
задаче условной оптимизации. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАСТРОЙКИ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ PYTHON В СРЕДЕ 3DS MAX 
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Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет,  
г. Санкт-Петербург, Россия 

 
В данной работе представлены результаты разработки алгоритма создания и редактирования трехмерной графики в 

Autodesk 3ds Max с использованием возможностей высокоуровневого языка программирования Python. На основе получен-
ных результатов появляется возможность моделировать различные варианты квартальной застройки, которые можно ис-
пользовать как основу BIM-модели при решении задач обучения и проектирования. Распределяются парковые зоны, жилые 
комплексы и элементы инфраструктуры. По завершению работы алгоритма формируется карта области застройки и ее 3D-
модель. В процессе генерации модели с помощью языка Python формируется текстовый документ, содержащий информацию 
обо всех объектах, что исключает необходимость сохранения самой 3D-модели при каждой случайной генерации. Предлага-
емый алгоритм можно использовать для тестовых и учебных заданий, а также возможны различные модификации для ис-
пользования алгоритма в реальных проектах. 

Ключевые сова: 3Ds MAX, Python, генерация застройки, алгоритм, градостроительство, проектирование, BIM. 
 

MODELING AN ARBITRARY BUILDING WITH PYTHON IN THE 3DS MAX ENVIRONMENT 
V. I. Zhigulin, K. A. Shumilov, A. A. Semenov 
Saint Petersburg State University of Architecture and Civil Engineering, Saint Petersburg, Russia 

 
This paper presents the results of the development of an algorithm for creating and editing three-dimensional graphics in Autodesk 

3ds Max using the capabilities of the high-level programming language Python. Based on the results obtained, it becomes possible to 
simulate various options for quarterly development, which can be used as the basis of a BIM model when solving training and design 
problems. Park areas, residential complexes and infrastructure elements are distributed. Upon completion of the algorithm, a map of 
the building area and its 3D model are generated. In the process of generating a model using the Python language, a text document is 
generated containing information about all objects, which eliminates the need to save the 3D model itself with each random generation. 
The proposed algorithm can be used for test and educational tasks, and various modifications are also possible for using the algorithm 
in real projects. 

Keywords: 3Ds MAX, Python, building generation, algorithm, urban planning, design, BIM. 
 

Введение 
Современный уровень развития технологий 

информационного моделирования можно найти, 
например, в работах [1–5]. С каждым годом про-
граммное обеспечение, позволяющее создать ин-
формационную модель объекта строительства, 
охватывает все больше стадий жизненного 
цикла и отдельных их разделов. Например, уве-
личивается количество работ, посвященных во-
просам стадии эксплуатации [6, 7], что до недав-
него времени было большой редкостью. 

Помимо «классических» вопросов создания 
информационных моделей, в настоящее время 
появляются работы, посвященные генератив-
ному дизайну [8–11].  

Так, в работе [8] авторами рассмотрено при-
менение технологии генеративного дизайна для 
решения задач строительства. Генеративный ди-
зайн рассматривается, как цифровая технология, 
работающая с другими сквозными цифровыми 

технологиями, в том числе с аддитивным произ-
водством и искусственный интеллектом. Обсуж-
даются проблемы широкого внедрения техноло-
гии, в том числе в процесс информационного мо-
делирования объектов строительства (BIM). 

Предложены подходы к решению некоторых 
задач проектирования, строительства и эксплуа-
тации с применением технологии генеративного 
дизайна. Сделан вывод, что технологию генера-
тивного дизайна можно использовать в процессе 
информационного моделирования объекта стро-
ительства на всем его жизненном цикле. 

Генеративный дизайн является новым под-
ходом к проектированию, при котором человек 
делегирует часть процессов подбора парамет-
ров объекта компьютерным технологиям. 

Фактически, это позволяет в автоматическом 
режиме и с учетом указанных ограничений созда-
вать набор вариантов какого-либо объекта (или 
группы объектов) в информационной модели. В 


