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Рассмотрена одна из основных проблем при проектировании любой механической системы, связанная с определением 

форм и размеров всех ее конструктивных элементов, которые обеспечивают общую прочность системы. Исходя из требова-
ний прочности, жесткости и экономичности поставлена задача по нахождению оптимальных форм и размеров проектируе-
мой конструкции. В качестве объекта исследования выступали несущие элементы большепролетных покрытий обществен-
ных зданий и инженерных сооружений, работающие преимущественно на растяжение с частичным восприятием изгибаю-
щих моментов. Предметом исследования была методика оптимизации физических и компоновочных геометрических пара-
метров изгибно-жестких нитей с учетом накладываемых ограничений. Оптимизация решения велась по нахождению мини-
мальной длины нити в недеформированном состоянии. Предложенная методика позволила на этапе проектирования 
поставить и решить задачи по поиску оптимальных параметров конструктивных элементов, расчетной моделью которых 
является изгибно-жесткая нить. 
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Considered one of the main problems in the design of any mechanical system associated with the definition of the shapes and sizes 

of all its structural elements, providing the overall strength of the system. Based on the requirements of strength, rigidity and economy, 
the task was set to find the optimal shapes and sizes of the designed structure. The object of the study was the load-bearing elements 
of long-span coatings of public buildings and engineering structures, working mainly in tension with partial perception of bending 
moments. The subject of the study was a technique for optimizing the physical and layout geometric parameters of flexural-rigid 
threads, taking into account the imposed restrictions. The optimization of the solution was carried out to find the minimum length of 
the thread in the undeformed state. The proposed technique allows at the design stage to set and solve problems of finding the optimal 
parameters of structural elements, the calculation model of which is a flexural-rigid thread. 
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Введение 
В настоящее время при строительстве обще-

ственных зданий и инженерных сооружений 
находят широкое применение конструкции, рабо-
тающие преимущественно на растяжение с ча-
стичным восприятием изгибающих моментов [1]. 
Использование подобных висячих систем позво-
ляет перекрывать большие пролеты ввиду осо-
бенности их работы при внешнем силовом воз-
действии [2]. Так, при одинаковых допустимых 
напряжениях несущая способность элемента, ра-
ботающего на растяжение, в разы выше, элемента 
того же поперечного сечения – на изгиб. Следует 
отметить, что с увеличением пролета растянутый 
элемент предпочтительнее изгибаемого [3]. 

Объектом исследования выступают основ-
ные несущие элементы, обеспечивающие об-
щую прочность указанных систем, расчетной 
моделью которых является изгибно-жесткая 

нить. Нить конечной жесткости совмещает в 
себе свойства гибких нитей, способных сопро-
тивляться растяжению, и балок, работающих 
только на изгиб [4]. 

Одной из основных задач при проектирова-
нии любой механической системы является 
определение форм и размеров всех ее конструк-
тивных элементов [5]. Исходя из требований 
прочности, жесткости и экономичности резуль-
татом решения поставленной задачи является 
конструкция с оптимальными формами и разме-
рами, т. е. конструкция с наименьшим объемом, а 
соответственно, весом и стоимостью, а также 
напряжениями в каждом ее элементе, возникаю-
щими от заданных нагрузок и стремящимися к 
расчетному сопротивлению материала или до-
пускаемым напряжениям, но не превышающими 
их значения. Вместе с тем в случае наложения 
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ограничения по деформациям возникающие пе-
ремещения в заданных сечениях проектируемой 
конструкции не должны превышать допустимых 
значений [6, 22]. 

Известно, что с увеличением первоначальной 
стрелы провеса напряжения в поперечных сече-
ниях нити уменьшаются [7]. Это обусловлено 
снижением величины распора, возникающего 
при внешнем силовом воздействии [8]. Происхо-
дит изменение длины нити, а следовательно, ее 
объема, веса и стоимости. В связи с этим стано-
вится актуальной задача по оптимизации перво-
начального провеса с целью минимизации 
длины изгибно-жесткой нити. Цель достигается 
при удовлетворении установленных ограниче-
ний по допустимым деформациям и максималь-
ным напряжениям в заданных сечениях по 
длине. В связи с этим предметом исследования 
является методика по решению поставленной за-
дачи условной оптимизации. Научная новизна 
заключается в том, что предлагаемая последова-
тельность действий позволит на этапе проекти-
рования ставить и решать задачи по нахождению 
оптимальных параметров конструктивных эле-
ментов, не прибегая к малоуправляемому поиску 
при последовательном переборе. 

Материалы и методы 
Сформулируем задачу параметрической оп-

тимизации. Необходимо найти вектор значений 
аргументов, при которых целевая функция до-
стигает минимума. В качестве целевой функции 
будет выступать длина изгибно-жесткой нити в 
недеформированном состоянии. При этом ми-
нимизация производится по первоначальной 
стреле провеса и распор. Предварительно при-
сваиваются некоторые первоначальные значе-
ния аргументам целевой функции. 

Рассмотрим изгибно-жесткую нить, расчет-
ная модель которой представлена на рисунке 1. 

 

Рис. 1. Расчетная модель изгибно-жесткой нити 
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где H – распор, Н; f0 – первоначальная стрела про-
веса, м; l – пролет, м; x – координата по длине, м; 
y0(f0,x) – уравнение линии начального очертания, м. 

Линию начального очертания изгибно-жесткой 
нити с достаточной степенью точности можно 
представить в виде квадратичной функции [9]: 
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где β – угол наклона хорды АВ, соединяющей 
точки крепления, град. 

В сформулированной задаче параметриче-
ской оптимизации ставится ряд ограничений. 

Запишем первое ограничение по максималь-
ным напряжениям, возникающим в крайних во-
локнах заданного сечения [10]: 
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где T(H,f0,x1) – значение функции продольного 
усилия в заданном сечении с абсциссой x1, Н;  
A – площадь поперечного сечения, м2; MН(H,f0,x1) – 
значение функции изгибающего момента в за-
данном сечении с абсциссой x1, Н∙м; W – момент 
сопротивления сечения, м3; [σ] – допустимое 
напряжение материала, Па. 

Из расчетной модели, представленной на ри-
сунке 1, графически определим продольное усилие, 
возникающее в изгибно-жесткой нити. Оно равно 
сумме проекций балочной поперечной силы и рас-
пора на касательную к линии конечного очертания. 
Запишем это в математическом виде [11]: 

𝑇(𝐻, 𝑓0, 𝑥) = 𝑄Б(𝑥) ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 (𝐻, 𝑓0, 𝑥) + 𝐻 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 (𝐻, 𝑓0, 𝑥), (4) 
где QБ(x) – функция балочной поперечной силы, 
Н; α(H, f0, x) – угол между осью абсцисс и каса-
тельной в произвольной точке к линии конеч-
ного очертания, град. 

Для определения функции изгибающего 
момента, воспринимаемого изгибно-жесткой 
нитью, запишем уравнение моментов, которое 
взято в произвольном сечении по длине [12]: 

𝑀Н(𝐻, 𝑓0, 𝑥) = 𝑀Б(𝑥) − 𝐻 ⋅ (𝑦0(𝑓0, 𝑥) + 𝑥 ⋅ tgβ +
+𝑢(𝐻, 𝑓0, 𝑥)), 

(5) 

где MБ(x) – функция балочного изгибающего 
момента, Н∙м; u(H, f0, x) – функция прогиба, м. 

Тригонометрические функции угла между осью 
абсцисс и касательной в произвольной точке к ли-
нии равновесия изгибно-жесткой нити в деформи-
рованном состоянии находятся так [10]: 
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Определение внутренних усилий, возникаю-
щих при изгибе в балке тем же пролетом и 
нагруженной так же, как и нить конечной жест-
кости, не вызывает затруднений и ведется по 
формулам [13, 14]: 
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где q – равномерно распределенная нагрузка, 
Н/м; d – ширина зоны приложения нагрузки, м; 
c – расстояние от центра зоны приложения 
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нагрузки до опоры B, м; xd – абсцисса центра 
зоны приложения нагрузки, м. 

Запишем второе ограничение по допусти-
мым деформациям [15, 16]: 

 uxfHu ),,( 20 , (10) 

где u(H, f0, x2), [u] – значение и предельно допу-
стимое значение прогиба в заданном сечении с 
абсциссой x2, м. 

Для нахождения функции прогиба необхо-
димо решить дифференциальное уравнение (11), 
полученное в работе [10]. Расчет ведется при за-
данных граничных условиях u(H, f0, 0) = 0 и u(H, f0, 
l) = 0 методом последовательных приближений. 

𝐸 ⋅ 𝐽 ⋅
𝑑2

𝑑𝑥2 𝑢(𝐻, 𝑓0, 𝑥) − 𝑀Б(𝑥) + 

+𝐻 ⋅ (𝑦0(𝑓0, 𝑥) + 𝑥 ⋅ tgβ + 𝑢(𝐻, 𝑓0, 𝑥)) = 0, 
(11) 

где Е – модуль упругости материала, Па; J – мо-
мент инерции сечения, м4. 

Поскольку в дифференциальное уравнение 
(11) входят две неизвестные переменные, запи-
шем второе разрешающее уравнение неразрыв-
ности деформаций [17, 19]: 

𝐿0(𝐻, 𝑓0) + 𝛥𝐿(𝐻, 𝑓0) = 𝐿(𝐻, 𝑓0), (12) 

где L0(H, f0) – длина в недеформированном состоя-
нии, м; ΔL(H, f0) – упругое удлинение, м; L(H, f0) – 
длина в деформированном состоянии, м. 

Изгибно-жесткая нить под нагрузкой удли-
няется на величину [18]: 

𝛥𝐿(𝐻, 𝑓0) =
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где QН(H, f0, x) – функция поперечной силы, Н. 
Функция поперечной силы, воспринимаемой 

изгибно-жесткой нитью, определяется по выра-
жению [10]: 

𝑄Н(𝐻, 𝑓0, 𝑥) = 𝑄Б(𝑥) ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 (𝐻, 𝑓0, 𝑥) − 
−𝐻 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 (𝐻, 𝑓0, 𝑥). 

(14) 

Длина, соответствующая конечному очерта-
нию, равна [20, 21]: 
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где k – жесткость упругоподатливых опор, Н/м. 
Для проверки адекватности результатов, полу-

чаемых с помощью предложенной методики оп-
тимизации параметров, решим две задачи: пря-
мую и обратную. Прямую по определению напря-
женно-деформированного состояния при задан-
ных геометрических и физических параметрах из-
гибно-жесткой нити найдем общепризнаным ме-
тодом конечных элементов с помощью программ-
ного комплекса «ЛИРА» версии 10.8 релиз 3.6. Об-
ратную задачу по нахождению оптимальных гео-
метрических параметров, в частности первона-
чальной стрелы провеса изгибно-жесткой нити 
при заданных ограничениях, решим с помощью 
предложенной методики. В качестве ограничений 
будут выступать максимальные напряжения и де-
формации, полученные на этапе моделирования 
методом конечных элементов. 

Объект исследования для двух вышеобозна-
ченных задач – изгибно-жесткая нить, представ-
ляющая собой стальную трубу с наружным диа-
метром 0,55 м и толщиной стенки 0,025 м. При 
этом пролет нити составяет l = 12 м, жесткость 
упруго-податливых опор k = 100000 кН/м. Рав-
номерно распределенная нагрузка q = 341,27 
кН/м действует на левой половине пролета d = 
6 м, xd = 3 м. Хорда, соединяющая точки крепле-
ния A и B, проходит под углом β = 5°. Первона-
чальная стрела провеса в середине пролета для 
решения прямой задачи принимается равной  
f0 = 1 м. Нагрузка, вызывающая начальное очер-
тание, отсутствует. 

Нить в коммерческом программном ком-
плексе моделируется с учетом изгибной жестко-
сти с помощью двадцати геометрически нели-
нейных конечных элементов – стержней силь-
ного изгиба (тип 309). Упругоподатливые 
опоры задаются одноузловыми конечными эле-
ментами связи по направлению глобальной оси 
X (тип 56). Метод приложения назрузки пред-
ставляет собой автоматический выбор шага с 
поиском новых форм равновесия. 

а) 

 
б) 

 
Рис. 2. Эпюра нормальных напряжений σmax: а – метод конечных элементов; б – предложенная методика

В ходе решения прямой задачи в системе ком-
пьютерного моделирования при заданной перво-
начальной стреле провеса получено распределе-

ние нормальных напряжений в крайних волок-
нах сечений, а также вертикальных перемеще-
ний по длине изгибно-жесткой нити. Графики 
распределения указанных величин отражены на 
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рисунках 2а, 3а и 4а. Полученные значения в мак-
симально нагруженном и деформированном се-
чениях с соотвествующими абсциссами явились 
ограничениями для обратной задачи. 

В результате решения условной задачи опти-
мизации параметров найдено значение перво-
начальной стрелы провеса нити. Оно составило 
f0 = 1,0543 м. Вместе с тем построены эпюры нор-
мальных напряжений и вертикальных переме-
щений, представленные на рисунках 2б, 3б и 4б.

 

а) 

 
б) 

 
Рис. 3. Эпюра нормальных напряжений σmin: а – метод конечных элементов; б – предложенная методика 

 

а) 

 
б) 

 
Рис. 4. Эпюра вертикальных перемещений: а – метод конечных элементов; б – предложенная методика

 

Следует отметить, что ограничение по макси-
мальным нормальным напряжениям выступило 
определяющим в поставленной задаче парамет-
рической оптимизации с заданными исходными 
данными. Это видно из сопоставления эпюр, пред-
ставленных на рисунках 2–4. 

Заключение 
Предложена методика по решению задач 

условной оптимизации параметров изгибно-
жестких нитей при действии поперечных статиче-
ских равномерно распределенных нагрузок. Она 
позволяет оптимизировать решение по мини-
мальной первоначальной длине нити, а соответ-
ственно, массе и стоимости материала. При этом 

учитываются ограничения по прочности и жест-
кости в заданных сечениях. Физическими и гео-
метрическими параметрами, по которым произ-
водится минимизация, являются распор, возника-
ющий вследствие внешнего силового воздей-
ствия на нить, и первоначальная стрела провеса. 

Проведена оценка адекватности результа-
тов, получаемых с помощью предложенной ме-
тодики. Расхождение значений с данными, вы-
явленными методом конечных элементов, со-
ставило чуть больше 5 %, что является хорошим 
показателем для инженерных расчетов. 
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