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Проведено развитие ранее предложенных теоретических методов инкрементальной модели деформирования матери-

ала. Рассмотрено применение модифицированных инкрементальных условий пластичности в осесимметричной задаче о 
сферическом резервуаре, загруженном внутренним и наружным давлением. Неоднородное распределение напряжений ха-
рактеризуется градиентами напряжений вдоль радиусов и стеснением деформаций сдвига по площадкам скольжения. Это 
приводит к повышенным предельным градиентным напряжениям, которые зависят от размера внутренней полости. Ис-
пользуемые условия пластичности носят аналитический характер, а не сравнительный как классические критерии текуче-
сти, что позволяет вычислять предельное упругое градиентное напряжение. Для резервуаров реальных размеров установ-
лены границы увеличения при различных законах аппроксимации градиентного эффекта стеснения деформаций. Уточнен-
ная оценка диапазона упругой работы материала может привести к снижению материалоемкости. 

Ключевые слова: условие пластичности, сферический резервуар, градиент напряжений, стеснение деформаций, концен-
трация напряжений. 
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The development of the previously proposed theoretical methods of the incremental model of material deformation is carried out. 

The application of modified incremental plasticity conditions in the axisymmetric problem of a spherical tank loaded with internal and 
external pressure is considered. The inhomogeneous stress distribution is characterized by stress gradients along the radii and tight-
ness of shear deformations along the slip sites. This leads to increased limiting gradient stresses, which depend on the size of the 
internal cavity. The plasticity conditions used are analytical in nature, and not comparative as classical yield criteria, which makes it 
possible to calculate the ultimate elastic gradient stress. For tanks of real sizes, the limits of magnification have been established for 
various laws of approximation of the gradient effect of constraint of deformations. A refined estimate of the elastic range of the material 
can lead to a decrease in material consumption.  
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Любая теория прочности при расчете кон-
струкций направлена на решение задачи обес-
печения параметров безотказной эксплуатации 
и одновременном снижении материалоемкости. 
Обеспечение безопасной эксплуатации на всех 
стадиях жизненного цикла сооружения достига-
ется оценкой допускаемого предельного состоя-
ния. Например, для конструкций из пластичных 
материалов таким состоянием является наступ-
ление пластических деформаций в опасном се-
чении, где достигнуты наибольшие значения 
напряжений. При этом вычисляемое напряжен-
ное состояние конструкции сравнивается с рас-
четным сопротивлением материала. Предель-
ный этап деформирования нормируется дости-
жением максимальным напряжением вели-
чины, меньшей расчетного сопротивления ма-
териала, что является по сути практической ре-
ализацией условия пластичности. Подобные 
расчетные модели основаны на физических за-
конах деформирования, полученных путем 
стандартного испытания образцов на одноос-
ное растяжение. В области упругих деформаций 
эта модель удовлетворяет критерий практики и 
дает простейшую линейную математическую 
аппроксимацию. Однако анализ эксперимен-
тальных данных [1–5] показывает, что предел 
текучести материала, определенный из подоб-
ных опытов, не позволяет достоверно решать 
задачи прочности при неоднородном распреде-
лении напряжений, когда имеет место стесне-
ние деформаций сдвига по площадкам скольже-
ния в областях с градиентами напряжений, что 
приводит к эффекту повышения предельных 
упругих напряжений. В настоящей работе при-
меняются инкрементальные условия пластич-
ности для однородного изотропного материала, 
обладающего площадкой текучести [6–9]. В них 
используется форма критерия Мизеса, но 
начало текучести определяется достижением 
максимальным напряжением в опасной точке 
некоторого повышенного градиентного значе-
ния, большего предела текучести материала. 
Это увеличение будет иметь тем большую сте-
пень, чем более неоднородным является распре-
деление напряжений в окрестностях рассматри-
ваемой точки и для его аппроксимации предла-
гается асимптотическая зависимость: 

0 0

,

( ) ,gr m

T g

g
T T T T

g
= + −

+
                       (1) 

записанная в интенсивностях касательных 

напряжений. В (1) Tg grad
T

=  представляет со-

бой меру неоднородности напряженного состо-
яния; mT  – наибольшее из напряжений, возмож-

ных при неоднородном напряженном состоя-

нии, которое принимается равным 01,5T ; ,T g  – 

упругая характеристика материала с размерно-

стью, обратной длине. В [9, 10] из эксперимен-
тальных данных [2] для изгибаемых стальных 
балочек получено 1

, 20,1587T g м −= . 

Предложенный градиентный подход реализо-
ван в решении задач прочности стержневых эле-
ментов при изгибе [9–13] и внецентренном сжа-
тии [14]. Отличительной особенностью примене-
ния этого условия является получение в качестве 
решения либо разрешающего уравнения, либо ал-
гебраического выражения, имеющих однознач-
ную трактовку: в зависимости от геометрических 
параметров и расчетной схемы наступлению пла-
стических деформаций в опасных сечениях соот-
ветствует единственно возможное значение по-
вышенного градиентного напряжения. 

Сферический резервуар наружным радиусом 

b  и внутренним радиусом a  в общем случае за-
гружен  внутренним p  и наружным q  давлени-

ями (рис. 1). Используем сферическую систему 
координат с началом в центре [15, 16]. Напря-
женное состояние в стенках сосуда является не-
однородным и при действии внутреннего дав-
ления согласно известному решению Ламе 
определяется выражениями [17, 18]: 

3 3

3r

b r
C

r


−
=  ; 

3 3

3

2

2

r b
C

r
  

+
= = −  ,          (2) 

где 
3

3 3

pa
C

a b
=

−
. 

Вследствие симметрии 
, 0r r       = = = =  

интенсивность касательных напряжений для 
любой точки: 

( )
21

3
rT  = −

, 

или с учетом (2): 
2 3 33 2T С b r= .                     (3) 

В рассматриваемом случае: 
2 3

4

3 3

2

T С b
gradT

r r


= =


, 

что определяет функцию меры неоднородности 
напряженного состояния^ 

3
gradT

r
T

= . 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема сферического резервуара 
 

Подставляя этот результат в зависимость (1) 
для условия пластичности и, учитывая, что пер-
вые пластические деформации появятся на 
внутренней поверхности резервуара при r a= , 
где значение T  максимально, получим аналити-
ческую зависимость: 
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= +  + 

,                    (4) 

которую можно истолковать следующим обра-
зом: каждому резервуару с радиусом внутрен-
ней полости a  будет соответствовать опреде-
ленное значение интенсивности касательных 
напряжений grT , при котором начинаются пла-

стические деформации. Величину соответству-
ющего внутреннего давления определим, при-
равнивая правые части (3) и (4). Обозначив че-
рез k a b=  относительную толщину стенки, и, 

перейдя к нормальным напряжениям, оконча-
тельно получим: 

( ) ,3

0

,

2 92
1

3 2 6

T g

gr

T g

a
p k

a






+
= −

+
.          (5) 

При этом из граничных условий имеем на 
внутренней грани gr

r grp = − , тогда из (2) и (3) 

следует: 

( ) ,3

0

,

2 91
1 2

3 2 6

T ggr gr
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a
k

a
 


  



+
= = +

+
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При использовании классического условия 
Мизеса 0r aT T= = , что определяет соответствую-

щее давление: 

( )3

0 0

2
1

3
p k= − .                          (6) 

При этом на внутренней грани 
0r p = − , а 

( )3

0

1
1 2

3
k   = = + . 

Сравнивая (5) и (6), убеждаемся, что область 
упругой работы материала вследствие стеснения 
деформаций увеличивается независимо от отно-
сительной толщины стенок. При этом увеличе-
ние предельного напряжения никак не зависит 
от толщины стенки, что принципиально отли-
чает резервуар от изгибаемых брусьев [6–13], где 
высота поперечного сечения доминантно опре-
деляет степень стеснения деформаций. 

Кроме (1) для описания эффекта стеснения 
могут использоваться другие функции для ап-
проксимации, которая по определению позво-
ляет исследовать качественные свойства описы-
ваемого объекта, ориентируясь на числовые ха-
рактеристики, сводя задачу к изучению более 
простых или удобных объектов [19]. Достоверно 
известно из экспериментальных данных по из-
гибу брусьев [2] единственное значение повы-
шенного напряжения 

gr , которое в предлагае-

мой нами модели должно находиться в пределах 

0
0 1,5gr   . В этих границах необходимо по-

добрать для технической аппроксимации доста-
точно простые в математическом смысле алгеб-
раические зависимости, содержащие не более од-
ного коэффициента аппроксимации, связанного 
с экспериментальными данными. 

В наиболее общем виде для рассматривае-
мой задачи это можно записать как 

 0 1 ( ) ,grT T f r= +                         (7) 

где   – коэффициент аппроксимации, а ( )f r  – 
некоторая алгебраическая функция радиуса. То-
гда в обобщенном случае (5) приобретает вид: 

 3

0

2
(1 1 ( ) ,

3
grp k f r = − +             (8) 

а 

0/ 1 ( ).grp p f r= +                           (9) 

В [20–21] предложены некоторые функции, 
которые применительно к рассматриваемой за-
даче приводят (9) к следующим зависимостям, в 

которых функция ( )f r  приведена к конкрет-
ному значению радиуса внутренней полости, а 
коэффициенты аппроксимации выражены в 
численной форме: 

• дробно-линейная 

0

20,1587 2 9
/ ;

20,1587 2 6
gr

a

a
p p

 +

 +
=              (10) 

• иррациональная 

0 4

0,1706
/ ;1gr

a
p p = +               (11) 

• степенная 

0

3 1,093 1
/ ;

2 1,093

a

gr
a

p p
−

=                          (12) 

• логарифмическая 

0

0,9297 3
/ 1 0,2lg ;

0,9297
gr

a

a
p p

+
+=           (13) 

или 

0

1,5191 3
/ 1 0,1ln ;

1,5191
gr

a

a
p p

+
+=         (14) 

• тригонометрическая 
𝑝𝑔𝑟

𝑝0
= 1,5 − 0,5𝑡𝑔

27,8565𝑎

27,8565𝑎+3
⋅

𝜋

4
.       (15) 

При использовании любой из этих зависимо-
стей независимо от толщины стенки  

при 0a→ ; 
0/grp p  1,5→ ; при больших значе-

ниях a  
0/grp p 1→ . Задание как самой аппрок-

симирующей зависимости, так и коэффициен-
тов связано с требуемой точностью получения 
результата. В этом смысле вычислительная мо-
дель, ее сложность и получаемый результат 
должны находиться в удовлетворительной со-
гласованности. В самом деле, корректные ре-
зультаты в обозначенном диапазоне превыше-
ния нагрузки получаются для (11) – при 

0,005a м ; для (12) – при 0,014a м ; для (13) – 

при 0,013a м ; для (14) – при 0,014a м . Не-

актуальность этого компромисса очевидна: ре-
зервуаров с таким размером внутренней поло-
сти не существует. 

Численные значения превышений по (10)–
(15) для резервуаров с реальными значениями 
внутренней полости сведены в таблицу. В ниж-
них строках таблицы приведены результаты ма-
тематической обработки массива значений по 
аналогии с набором прямых экспериментальных 
данных. Среднее арифметическое значение для 
числа функций 6n =  определяет абсолютную 
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случайную погрешность между аппроксимирую-
щими функциями. Заданная надежность попада-
ния составляет p  = 0,95, коэффициент Стьюдента 

2,4t = . Окончательный результат в последней 
строке с учетом округления означает, что вариа-
ции искомого нами превышения несущей способ-
ности лежит в доверительном интервале с веро-
ятностью, большей 95 %. 

На рисунке 2 по окончательным результатам 
последней строки таблицы для резервуаров из 
материала с 0 260МПа = , 1

, 20,1587Т g м −=  по-

строены кривые, которые показывают, что при 

реальных размерах 0,5 5a м=   превышение со-

ставляет соответственно 14÷4 %. 
Численные значения параметра материала (или 

коэффициента аппроксимации) для (11)–(15) соот-
ветственно составляют: 

1
4 ;0,1706ир м  

  
=       1

;1,093 а
ст м  

  
=  

1

log ;0,9297 м −  =      1

ln ;1,5191 м −  =  

1 .27,8565tg м −  =  

 

Таблица 
Значения увеличения 

0/grp p для различных аппроксимаций по (10)–(15) 

0/grp p  Внутренний радиус а, м 
5,0 1,0 0,5 0,25 0,1 0,01 

по (10) 1,015 1,065 1,115 1,187 1,299 1,469 
по (11) 1,114 1,171 1,203 1,241 1,303 1,5 
по (12) 1,009 1,043 1,081 1,15 1,295 1,499 
по (13) 1,043 1,125 1,174 1,299 1,304 1,5 
по (14) 1,033 1,109 1,16 1,218 1,303 1,5 
по (15) 1,016 1,071 1,123 1,194 1,301 1,467 
среднее 1,038 1,097 1,143 1,203 1,301 1,489 
абсолютная случайная погрешность 0,038 0,046 0,043 0,033 0,002 0,014 
окончательный результат 1,04±0,04 1,1±0,05 1,14±0,04 1,2±0,03 1,3±0 1,49±0,01 

Под действием наружного давления q  напря-

женное состояние [15]: 
3 3

3r

r a
B

r


−
= ; 

3 3

3

2

2

r a
B

r
  

+
= =  (16) 

дает: 
2 3 33 2T B a r= , 

где 
3

3 3

qb
B

a b
=

−
, 

тогда 

2 3 43 3 2
T

gradT B a r
r


= =


, 

но, как и в предыдущем случае при внутреннем 
давлении, 

3gradT

T r
= . 

Так как 
r a r bT T= = , текучесть все равно 

наступает на внутренней грани резервуара, и 
подстановка последнего выражения в (1) вновь 
приводит к соотношению (4) с той же трактов-
кой. Величина теперь уже наружного давления 

grq  выражается аналогично и совпадает с пра-

вой частью (5), но при этом внутри на поверхно-
сти полости 0gr

r = , а из (16) следует: 

,

0

,

2 9

2 6

T ggr

T g

a

a



 



+
= −

+
.                   (17) 

При обычном подходе 0r aT T= = , что опреде-

ляет 
0q  аналогично выражению (6) и дает 

0r = , а 
0 = − . 

Последние результаты можно использовать 
для оценки эффекта концентрации напряжений 
у сферической полости в шаре достаточно боль-

ших размеров при 0a→ . В этом случае 0k→  и 
решение не связано с размером внешнего кон-
тура. Тогда из (16) приходим к известному ре-
шению 1,5q = − . В силу этого соображения и 

(5) из (17) следует, что сжимающие окружные 
напряжения по долготе и полярному расстоя-
нию для достижения начала пластического те-
чения, в отличие от классического решения, 
должны превосходить величину предела теку-
чести, а именно: 00 1,5r a   = →= → − . Подоб-

ный результат получается также при концен-
трации напряжений вблизи круглого отверстия 
в прямоугольной полубесконечной пластине, 
растянутой равномерно-распределенной по ши-
рине нагрузкой [22]. В качестве критерия пре-
дельного состояния использовалась дробно-ли-
нейная зависимость (1). 

 

 
Рис. 2. График увеличения несущей способности  

сферического резервуара в зависимости  
от радиуса внутренней полости 
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Выводы 
1. Установлено, что использование инкре-

ментального условия текучести в задаче со сфе-
рической симметрией демонстрирует увеличе-
ние области упругой работы материала. При 
этом, градиентные эффекты определяются не 
толщиной стенки резервуара, а лишь размером 
внутренней полости. 

2. Использование различных алгебраических 
функций для аппроксимации зависимости эф-
фекта стеснения деформаций дает не более 5%-
й разницы между ними при оценке предельного 

состояния, и отражает лишь удобство математи-
ческих преобразований в применении. 

3. Оценка концентрации напряжений вокруг 
сферической полости малого размера приводит 
к результату о начале локального течения при 
значительно больших напряжениях, чем при 
классическом решении. 
 

Работа выполнена по заказу ФГБУ «ЦНИИП 
Минстроя России» по теме 7.41.21 «Плана фунда-
ментальных научных исследований РААСН и Ми-
нистерства строительства и ЖКХ РФ» на 2020 г.
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