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Приводится решение задачи о перемещении длинного стержня сквозь песчаный образец с боковым обжимающим давле-
нием, один конец которого находится под действием динамической нагрузки, а второй свободен от нагрузок и сил сопротивле-
ния, с нарушением условия предельного равновесия с использованием аналитических зависимостей и численного интегрирова-
ния в программе Mathcad. Полученные результаты наглядно показывают влияние параметров рассматриваемой системы (стати-
ческая сила, амплитуда динамической составляющей нагрузки, угол внутреннего трения, частота колебаний) на интенсивность 
перемещения стержня и могут быть использованы при решении прикладных геотехнических задач, например, о динамическом 
погружении сваи в песчаный грунт. Анализируя результаты решения данной задачи, прослеживается вязкая природа перемеще-
ния стержня, так как скорость перемещения пропорциональна продольной силе. 

Ключевые слова: динамическая нагрузка, перемещение стержня, условие предельного равновесия, обжимающее давление. 
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The article provides a solution to the problem of moving a long rod through a sand sample with lateral compressive pressure, one end 
of which is under the action of a dynamic load, and the second is free from loads and resistance forces, with violation of the condition of 
ultimate equilibrium using analytical dependencies and numerical integration in the Mathcad program. The obtained results clearly show 
the influence of the parameters of the system under consideration (static force, amplitude of the dynamic component of the load, angle of 
internal friction, frequency of vibrations) on the intensity of the rod movement and can be used in solving applied geotechnical problems, 
for example, on the dynamic immersion of a pile in sandy soil. Analyzing the results of solving this problem, the viscous nature of the rod 
movement is traced, since the speed of movement is proportional to the longitudinal force. 

Keywords: dynamic load, moving the rod, limit equilibrium condition, compressive pressure. 
 

В статье рассматривается задача о перемещении 
(протаскивании) стержня массой 𝑚 радиусом 𝑟 = 𝑎 
под действием динамической нагрузки 𝑁(𝑡) = 𝑁 +
∆𝑁 ∙ sin𝜔𝑡  (для сокращения записи данная 
нагрузка уже учитывает вес стержня) сквозь песча-
ный образец грунта высотой ℎ при боковом обжи-
мающем давлении 𝜎𝑟,𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . Иллюстрация за-
дачи приведена ниже на рисунке 1. Модель явля-
ется аналогичной конструкции грунтового виско-
зиметра, предложенной З. Г. Тер-Мартиросяном и 
др. [11, 17], только помимо статической нагрузки к 
стержню прикладывается динамическая составля-
ющая нагрузки. Решение аналогичной статической 
задачи о погружении стержня в вязкую среду, но без 
нарушения условия предельного равновесия и без 
решения краевой задачи относительно радиальных 
напряжений получено А. Надаи [10]. 

Для нахождения радиальных контактных 
напряжений 𝜎𝑟,𝑎 , обжимающих непосредственно 
стержень и препятствующих его продвижению, тре-
буется решить осесимметричную задачу о боковом 
наружном обжатии напряжением 𝜎𝑟,𝑏  полого грун-
тового цилиндра наружным радиусом 𝑟 = 𝑏 и внут-
ренним радиусом 𝑟 = 𝑎  с жестким сердечником в 
виде стержня. Данную краевую задачу можно ре-
шить в полиномах первого порядка с использова-
нием функции напряжений К. В. Соляника-Красса 
[14]. Вид базовых функций напряжений 𝜓(𝑟) и 𝜃(𝑟) 
и граничные условия приведены ниже (1). 

𝜓(𝑟) = 𝐴𝑟2 + 𝐵

𝜃(𝑟) = 𝐶𝑟2 + 𝐷
}

𝜎𝑟|𝑟=𝑏 = 𝜎𝑟,𝑏
𝑢|𝑟=𝑎 = 0

} (1) 

Константы 𝐴 и 𝐵 равны нулю, т.к. задача явля-
ется плоской вдоль оси z (𝜎𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), и функция 
напряжений при 𝑟 = 𝑏 равна нулю Ф|𝑟=𝑏 = 0 [12]. 
Используя граничные условия (1) и функции 
для напряжений 𝜎𝑟  и радиальных перемещений 
𝑢, получаем значения постоянных 𝐶 и 𝐷, а также 
искомой значение радиальных напряжений 𝜎𝑟,𝑎 
на поверхности стержня (2). 

𝐶 =
𝜎𝑟,𝑏

2 [(1 + 𝜈) + (1 − 𝜈) ∙
𝑎2

𝑏2
]

𝐷 = −
𝜎𝑟,𝑏 ∙ 𝑎

2

2 [(1 + 𝜈) + (1 − 𝜈) ∙
𝑎2

𝑏2
]
}
 
 

 
 

𝜎𝑟|𝑟=𝑎 =
2𝜎𝑟,𝑏

[(1 + 𝜈) + (1 − 𝜈) ∙
𝑎2

𝑏2
]
 

   (2) 

На контакте «стержень – среда» возникает пере-
менное касательное напряжение 𝜏𝑎(𝑡) , складываю-
щееся из статической составляющей 𝜏𝑎,ст , обуслов-
ленной статической составляющей нагрузки 𝑁, и ди-
намической составляющей ∆𝜏𝑎 , вызываемой дина-
мической составляющей нагрузки ∆𝑁 ∙ sin𝜔𝑡 . Сме-
щению стержня по вектору действия внешней 
нагрузки препятствуют силы трения по закону Ку-
лона [12, 15, 16], при этом пренебрегается разницей 
между статическим и динамическим коэффициен-
том трения. Кроме того, примем, что коэффициент 
трения между стержнем и образцом равен коэффи-
циенту трения в самом грунте. 

 

 
Рис. 1. Иллюстрация задачи о перемещении стержня сквозь 

среду с обжимающим давлением  
под действием динамической нагрузки 

 

В любой момент времени 𝑡 стержень не продви-
гается по оси 𝑧  (ускорение 𝑎 = 0  и скорость 𝑣 = 0), 
если касательное напряжение на контакте стержня с 
грунтом 𝜏𝑎(𝑡) , вызванное внешней нагрузкой 𝑁(𝑡), 
не превышает предельного касательного напряже-
ния 𝜏𝑢𝑙𝑡 , определяемого по закону Кулона, т. е. вы-
полняется условие (3) (см. рис. 2 участки выше тол-
стой линии 𝜏𝑢𝑙𝑡) [4, 5, 7, 9]. 

𝜏𝑎(𝑡) = 𝜏𝑎,ст + ∆𝜏𝑎 ∙ sin𝜔𝑡 ≤ 𝜏𝑢𝑙𝑡 = 𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 
(3) 
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где 𝜔  – круговая частота колебаний; 𝜑  – угол 
внутреннего трения. 

Когда вышеуказанное условие (3) не выполня-
ется, то стержень начинает продвижение и полу-
чает ускорение �⃗� , возникает сила инерции 𝑚 ∙ �⃗� , 
действующая в противоположном направлении 
(ускорение 𝑎 > 0  и скорость 𝑣 > 0 ; серые участки 
выше толстой линии на рисунке 2) (2) [4, 12, 13]. 

𝜏𝑎,ст ∙ 2𝜋𝑎ℎ + ∆𝜏𝑎 ∙ 2𝜋𝑎ℎ ∙ sin𝜔𝑡 − 

– (𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑) ∙ 2𝜋𝑎ℎ − 𝑚 ∙ �⃗�(𝑡) = 0 
 

�⃗�(𝑡) =
2𝜋𝑎ℎ ∙ (𝜏𝑎,ст + ∆𝜏𝑎 ∙ sin𝜔𝑡 − 𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑)

𝑚
 

(4) 

 

 
Рис. 2. К механизму перемещения стержня 

за счет нарушения условий предельного равновесия 
 

Вышеприведенное выражение (2) имеет огра-
ничение: ускорение �⃗�(𝑡) равно нулю, если стержень 
покоится или движется с постоянной скоростью, 
сила трения направлена противоположно движе-
нию стержня, препятствует его перемещению и не 
является движущей, а движение стержня происхо-
дит не только в пределах зоны, где график функции 
действующего касательного напряжения 𝜏𝑎(𝑡) под-
нимается выше линии предельного касательного 
напряжения 𝜏𝑢𝑙𝑡  (выделены серым цветом на ри-
сунке 2), а также продолжается в некотором проме-
жутке времени после окончания данной зоны [4, 6], 
т. к. в пределах серой зоны стержень набирается 
скорость за счет положительного ускорения, а его 
остановка происходит не моментально, а за счет сил 
трения, и возникает отрицательное ускорение 
(ускорение 𝑎 < 0, скорость 𝑣 > 0). 

Выражение для скорости перемещения стержня 
�⃗�(𝑡) (5) получено путем интегрирования по времени 
𝑡 выражения для ускорения �⃗�(𝑡) (4). Постоянные ин-
тегрирования 𝐶1 и 𝐶2 найдены из условия равенства 
нулю скорости �⃗�(𝑡) в момент времени 𝑡0 потери рав-
новесия стержня и начала его движения. Значение 
времени 𝑡0  находится из условия равновесия дей-
ствующих касательных напряжений 𝜏(𝑡)  и трения 
𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 (5). Следует отметить, что выражения для 
ускорения, скорости и перемещения в рамках данной 
задачи являются кусочно-заданными, т. к. перемеще-
ние стержня осуществляется не непрерывно, а дис-
кретно, поэтому полученные выражения находятся 
для первого колебания, а последующие колебаний 
количественно идентичны первому. 

𝜏𝑎,ст ∙ 2𝜋𝑎ℎ + ∆𝜏𝑎 ∙ 2𝜋𝑎ℎ ∙ sin𝜔𝑡0 − 

– (𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑) ∙ 2𝜋𝑎ℎ = 0 (5) 

𝑡0 =
arcsin (

𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст
∆𝜏𝑎

)

𝜔
 

�⃗�(𝑡) = ∫ �⃗�(𝑡) 𝑑𝑡 = 

∫
2𝜋𝑎ℎ

𝑚
∙ [𝜏𝑎,ст − 𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 + ∆𝜏𝑎 ∙ sin𝜔𝑡] 𝑑𝑡 = 

=
(𝜏𝑎,ст − 𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑) ∙ 2𝜋𝑎ℎ

𝑚
∙ 

∙ [𝑡 −
arcsin (

𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст
∆𝜏𝑎

)

𝜔
] − 

−
∆𝜏𝑎 ∙ 2𝜋𝑎ℎ

𝑚 ∙ 𝜔
∙ {cos𝜔𝑡 − cos [arcsin (

𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст
∆𝜏𝑎

)]} 

Выражение для перемещения 𝑆(𝑡)  аналогично 
найдено путем интегрирования по времени 𝑡 выра-
жения для скорости �⃗�(𝑡) (5) с получением постоян-
ных интегрирования из условия равенства нулю пе-
ремещения в момент времени 𝑡0 (6). 

𝑆(𝑡) = ∫𝑣(𝑡)𝑑𝑡 =
(𝜏𝑎,ст − 𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑) ∙ 2𝜋𝑎ℎ

𝑚
∙ 

∙ ⟦
𝑡2

2
−
arcsin (

𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст
∆𝜏𝑎

)

𝜔
∙ 𝑡

+ +{
arcsin (

𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст
∆𝜏𝑎

)

√2 ∙ 𝜔
}

2

⟧ + 

+
∆𝜏𝑎 ∙ 2𝜋𝑎ℎ

𝑚 ∙ 𝜔2
∙ ⟦
𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст

∆𝜏𝑎
− sin𝜔𝑡 + 

+cos {arcsin [
𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст

∆𝜏𝑎
]} ∙ {𝜔 ∙ 𝑡

− arcsin [
𝜎𝑟,𝑎 ∙ 𝑡𝑔𝜑 − 𝜏𝑎,ст

∆𝜏𝑎
]}⟧ 

(6) 

Проверка полученного решения и построение 
графиков полученных функций выполнены в 
программе Mathcad. Для выполнения вычислений 
приняты следующие исходные данные:  
𝑁 = 85 кН, ∆𝑁 = 20 кН, 𝜔 = 20 рад/с, 𝜑 = 30°, 𝜈 =
0,33, 𝑚 = 1 т, ℎ = 1,0 м, 𝑎 = 0,2 м, 𝑏 = 0,6 м, 𝜎𝑟,𝑏 =
100 кПа. Для вышеприведенных значений расчет-
ной схемы по формуле (2) радиальное напряже-
ние на поверхности стержня 𝜎𝑟,𝑎 составляет (7): 

𝜎𝑟,𝑎 =
2 ∙ 100 кПа

[(1 + 0,33) + (1 − 0,33) ∙ (
0,2 м
0,6 м

)
2

]

= 142,4 кПа 
(7) 

Выражения для вычисления ускорения 𝑎(𝑡) при-
няты в прямом виде по выражению (4), но с учетом 
вышеприведенного ограничения. Значения скоро-
сти 𝑣(𝑡)  и пройденного пути 𝑆(𝑡)  получены путем 
численного интегрирования методом прямоуголь-
ников. Для получения удовлетворительной точно-
сти численного интегрирования шаг разбиения при-
нят 𝛥𝑡 = 0,01 с . Сравнивая значения ускорения 𝑎  и 
скорости перемещения стержня 𝑣, полученные ана-
литическим и численным методами, установлена 
тождественность полученных решений. 

Ниже на рисунке 3 приведен график зависимости 
перемещения стержня 𝑆  от времени 𝑡  при шаге 𝑛  = 
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0,01 сек. (развертка по времени 6·103 𝑛  соответ-
ствует 60 сек.) для различных значений амплитуды 

динамической составляющей нагрузки: ∆𝑁1 =
20,0 кН, ∆𝑁2 = 22,0 кН и ∆𝑁3 = 24,0 кН. 

 

 
Рис. 3. График перемещения стержня 𝑆 от времени 𝑡  

для различных значений амплитуды динамической составляющей нагрузки 
 

Ниже на рисунке 4 приведен график зависимо-
сти перемещения стержня 𝑆  от времени 𝑡  при 
шаге 𝑛 = 0,01 сек. (развертка по времени 6·103 𝑛 

соответствует 60 сек.) для различных значений 
сдвигающей силы: 𝑁1 = 85,0 кН , 𝑁2 = 87,0 кН  и 
𝑁3 = 90,0 кН.

.  
Рис. 4. График перемещения стержня 𝑆 от времени 𝑡 для различных значений сдвигающей силы

Ниже на рисунке 5 приведен график перемеще-
ния стержня 𝑆  от времени 𝑡  при шаге 𝑛 = 0,01 сек. 
(развертка по времени 6·103 𝑛  соответствует  

60 сек.) для различных значений круговой частоты: 
𝜔1 = 10 рад/с, 𝜔2 = 20 рад/с и 𝜔3 = 30 рад/с.

 
Рис. 5. График зависимости перемещения стержня 𝑆 от времени 𝑡 для различных значений частоты 

 

Интересным результатом при решении данной 
задачи будет получение значения средней скорости 
протаскивания стержня 𝑆′  (усредненной за весь 
цикл, а не только за время движения). Данное зна-
чение можно получить делением расстояния, кото-
рое проходит стержень за один цикл ∆𝑆 на период 
одного цикла 2𝜋/𝜔. Поиск значения ∆𝑆 связан с ре-
шением уравнения �⃗�(𝑡) = 0 , в котором одновре-

менно фигурируют линейные функции и тригоно-
метрические функции относительно переменной 𝑡. 
Аналитическое решение такого трансцендентного 
уравнения можно выполнить путем представления 
линейной функции рядом Фурье с отбрасыванием 
членов ряда более высокого порядка с последую-
щим решением уравнения относительно тригоно-
метрических функций, однако такое решение будет 
приблизительным со значительной погрешностью. 
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Наиболее эффективно выполнить решение данного 
уравнения в программе Mathcad через функцию 
«root». Ниже на рисунке 6 приведен график зависи-
мости скорости перемещения стержня 𝑆′  от угла 
внутреннего трения 𝜑. 

 

 
Рис. 6. График зависимости скорости перемещения стержня 

𝑆′ от угла внутреннего трения 𝜑 
 

Выводы 
Из вышеприведенных графиков наглядно сле-

дует, что продвижение стержня является более ин-
тенсивным с ростом значения амплитуды динами-
ческой составляющей нагрузки ∆𝑁 , с ростом зна-
чения силы 𝑁  и со снижением угла внутреннего 

трения 𝜑, что объясняется превышением сдвигаю-
щей силы над силой трения и, как следствие, уве-
личением движущей разности сил 𝑁(𝑡) − (𝜎𝑟,𝑎 ∙

𝑡𝑔𝜑) ∙ 2𝜋𝑎ℎ . Также наблюдается более интенсив-
ное продвижение стержня со снижением частоты 
колебаний 𝜔 , что обусловлено повышенным вре-
менем пребывания стержня в состоянии набора 
скорости на каждом цикле колебаний. Можно за-
ключить, что динамическое протаскивание 
стержня через сыпучую несвязную среду носит 
вязкий характер, т. к. скорость продвижения 
стержня прямо пропорциональна продольной 
силе. Важно отметить, что данные выводы спра-
ведливы только для схемы, где на контакте «стер-
жень – среда» нарушается условие уравновешива-
ния сдвигающей силы силой трения, и не распро-
страняются на работу системы «стержень-среда» в 
допредельном состоянии. Результаты решения 
данной задачи могут быть полезны при решении 
более прикладных задач геотехники, например, о 
динамическом погружении сваи [1, 2, 3, 8].
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