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Колебания систем с одной степенью свободы описываются линейными дифференциальными уравнениями 
второй степени. Вид решения этих уравнений существенно зависит от корней так называемого «характери-
стического уравнения», графическое представление которых позволяет оценить положение корней линейного 
уравнения, лучше понять взаимосвязь его коэффициентов и расположение корней, дает глубокое понимание 
связи между дифференциальными уравнениями и функциями, представляющими их решение. В работе рас-
сматривается графическое представление всех возможных вариантов корней квадратного уравнения: веще-
ственные (для апериодического движения), комплексно-сопряженные (затухающие гармонические колеба-
ния) и чисто мнимые корни (собственные или свободные гармонические колебания). 

Ключевые слова: колебания, корни уравнения, графическое представление, механика. 
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Oscillations of systems with one degree of freedom are described by linear differential equations of the second de-

gree. The form of solution of these equations essentially depends on the roots of the so-called "characteristic equation". 
The graphical representation of the roots of this equation gives a complete picture of the position of the roots of the 
equation, allows you to better understand the relationship between the coefficients of the equation and the location of 
the roots, gives a deep understanding of the relationship between differential equations and the functions representing 
their solution. The paper considers a graphical representation of all possible variants of the roots of a quadratic equa-
tion: real (for aperiodic motion), complex conjugate (damped harmonic oscillations) and purely imaginary roots (nat-
ural or free harmonic oscillations). 

Keywords: vibrations, equation roots, graphical representation, mechanics. 
 

Значительное количество физических явле-
ний, происходящих в окружающей человека 
среде, описывается с помощью уравнений. Эти 
уравнения могут принадлежать к различным 
классам. Различают алгебраические уравнения, 
уравнения с параметрами, трансцендентные, 
функциональные, дифференциальные и другие 
виды. Для того, чтобы иметь возможность до-
стоверно описать изучаемый процесс необхо-
димо решить полученные уравнения. В матема-
тике, решение уравнения – задача по нахожде-
нию таких значений аргументов (чисел, функ-
ций и т. д.), при которых выполняется равенство 
выражений слева и справа от знака равенства. 
Решить уравнение означает найти множество 
всех его решений. 

В настоящее время для проведения расчетов 
простейших систем в механике используются в 
основном аналитические методы. Решение более 
сложных задач не мыслимо без применения чис-
ленных методов, которые с развитием вычисли-
тельной техники выходят на первое место [4]. 
Применение графических методов, бывших срав-
нительно недавно очень распространенными, 
сейчас в расчетной практике и вовсе сходит на 
нет. Это связано с их очевидными недостатками, 
главный из которых – недостаточная точность. С 
другой стороны, графические методы обладают 
рядом преимуществ, которые делают эти методы 
привлекательными для решения прикладных за-
дач [1-3]. К таким преимуществам относится, во-
первых, наглядность, которая дает глубокое по-
нимание и наилучшее представление о струк-
туре задачи и ее решении, позволяет разобраться 
в сущности вопроса. Во-вторых, графические ме-
тоды можно использовать для поиска области 

решений с целью последующей «качественной» 
проверки результатов расчетов более точными 
методами. Конечно, указанные преимущества в 
меньшей степени относятся к пространствен-
ным задачам, отображение которых не может 
быть полноценно представлено не плоскости. 
Однако, на наш взгляд, графические методы ре-
шения задач механики представляют собой опре-
деленную ценность, иллюстрируя и дополняя со-
бой другие, более точные методы. 

Широкое применение в классической меха-
нике находят однородные и неоднородные диф-
ференциальные уравнения с постоянными ко-
эффициентами линейные относительно произ-
водных. Примерами задач, приводящих к таким 
уравнениям, являются вопросы, связанные с 
различного рода колебаниями, а также про-
блемы устойчивости гибких стержней. 

Рассмотрим задачу о колебаниях материаль-
ной точки [5, 7]. Такая задача приводит к обык-
новенным линейным дифференциальным урав-
нениям (неоднородным и однородным) с посто-
янными коэффициентами. Поскольку в данном 
случае решение неоднородного дифференци-
ального уравнения имеет те же свойства, что и 
соответствующее решение однородного урав-
нения и отличается от него только «возмуще-
нием» накладывающимся на общее решение по-
следнего, в настоящей работе ограничимся рас-
смотрением однородных уравнений. 

Указанное дифференциальное уравнение 
имеет вид (здесь и далее точками над координа-
той будут обозначаться производные коорди-
нат по времени) 

0mx x cx+ + = ,                            (1) 
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где x, x , x  – координата точки, ее скорость 

dx
x

dt
=  и ускорение 

2

2

d x
x

dt
=  соответственно; m – 

инертная масса точки (очевидно по определе-
нию); α – коэффициент пропорциональности, 
учитывающий увеличение силы сопротивления 
среды с увеличением скорости (в случае свобод-
ных колебаний коэффициент равен нулю); 
с – коэффициент пропорциональности, учиты-
вающий увеличение восстанавливающей силы с 
удалением точки от положения равновесия. 

Все коэффициенты данного уравнения явля-
ются положительными, масса m – по определе-
нию, α – потому что сила сопротивления направ-
лена противоположно скорости, с – так как проек-
ция восстанавливающей силы на ось всегда имеет 
знак противоположный знаку координаты. 

Вводя обозначения 2n
m


=  и 

2c
k

m
=  приве-

дем уравнение (1) к каноническому виду: 
22 0x nx k x+ + = ,                      (2) 

где 
c

k
m

=  – частота свободных колебаний 

точки; n – коэффициент, характеризующий со-
противление среды. 

Полученное уравнение заменой 
ztx e= , как 

не трудно убедиться подстановкой в исходное 
уравнение, сводится к характеристическому 
квадратному уравнению: 

2 22 0z nz k+ + = .                     (3) 

Преобразуем уравнение (3): 
2 2 2 2( 2 ) ( ) 0z nz n k n+ + + − = , 

2 2 2( ) ( )z n n k+ = − . 

Обозначив дискриминант D=n2–k2, оконча-
тельно получим: 

2( )z n D+ = .                                (4) 

Функция слева от равенства графически изоб-
ражается параболой z2 которая имеет вершину 
не в начале координат, а в точке с абсциссой рав-
ной n. Таким образом графически корни уравне-
ния представляют собой абсциссы точек пересе-
чения параболы (z + n)2 и постоянной D. Однако 
такое пересечение возможно лишь для положи-
тельных значений дискриминанта D которые со-
ответствуют высокому сопротивлению среды (n 

≥ k или 2 mc  ). В этом случае движение те-

ряет периодический характер, но остается зату-
хающим и называется апериодическим. Решение 
характеристического уравнения для такого слу-
чая (при n = 2 и D = 5) показано на рисунке 1. 

Значительно больший с точки зрения меха-
ники, прикладной интерес, представляет собой 
задача колебаний с малым сопротивлением. В 
этом случае дискриминант меньше нуля и 

графики параболы (z + n)2 и постоянной D не пе-
ресекаются (рис. 2). 

 

 
Рис. 1. Графическое представление  

характеристического уравнения  
на плоскости действительных чисел  

(апериодическое движение, корни действительные,  
находятся в точках пересечения параболы и постоянной) 

 

 
Рис. 2. Графическое представление  

характеристического уравнения  
на плоскости действительных чисел  

(периодическое движение, корни мнимые,  
пересечения параболы и постоянной отсутствуют). 
 

Это связано с тем, что если для обычных, дей-
ствительных чисел операции сложения, вычита-
ния, деления и умножения дают результат в виде 
действительного же числа, то операция возведе-
ния в степень, например извлечение квадрат-
ного корня, может дать результат и не в виде 
действительного числа, что выводит его за пре-
делы множества действительных чисел [8, 10].  

Этот недостаток действительных чисел можно 
обойти, использовав комплексные числа, которые 
свободны от указанного недостатка: операция 
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возведения комплексного числа в любую степень 
дает в результате также комплексное число. Для 
графического представления корней характери-
стического уравнения на плоскости мнимых чи-
сел рассмотрим трехмерное пространство [11, 13]. 
Для этого расположим плоскость комплексных 
чисел горизонтально, а по вертикали отложим 
значения функции: 

( )

 ( )

2

2

,  при 0
( )

,  при 0

z n D D
y z

i z n D D

 + − 
= 

− + − 

.                (5) 

Собственно, поскольку i2 = –1, то и вверху и 
внизу (5) записано одно и то же выражение, но 

теперь можно будет показать в пространстве не 
только действительные, но и мнимые корни. 
Нижняя строка выражения (5) такая же пара-
бола, что описана в верхней части этого выраже-
ния. Эта ветвь параболы получается путем пре-
образования верхней части. Это преобразова-
ние состоит из двух частей: 

1) поворот на 90º – выражается умножением 
на мнимую единицу i (рис. 3); 

2) зеркальное отражение относительно го-
ризонтальной плоскости, проходящей через нача-
ло координат – выражается умножением на –1 
(рис. 4). 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
Рис. 3. Поворот на 90º 

 

 

 
 
 
 

 

 
Рис. 4. Отражение относительно горизонтальной плоскости, проходящей через начало координат. 

 

Таким образом, привычная парабола, рас-
сматриваемая в плоскости «х»–«у», на самом деле, 
в трехмерном пространстве имеет вторую поло-
вину, плоскость которой перпендикулярна плос-
кости «х»–«у», направленную вниз. Эта вторая па-
рабола тоже может пересекаться при определен-
ных значениях свободного члена D, но уже не с 

линией действительных чисел, а с плоскостью 
комплексных аргументов. Полный график пока-
зан на рисунке 5. 

Представление корней полиномов в трехмер-
ном пространстве позволяет не только лучше по-
нять взаимосвязь коэффициентов полинома  
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и расположения его корней, но и почувствовать эс-
тетику задач, связанных с определением корней.  

 

 
Рис. 5. График функции (5) 

Покажем, как будут выглядеть рассмотрен-
ные ранее задачи в трехмерном пространстве. 
Так график с решением характеристического 
уравнения для апериодического движения пока-
занный на рисунке 1 будет иметь вид, показан-
ный на рисунке 6, а. Там же указаны корни дан-

ного уравнения –2± 5 расположенные в плоско-
сти «Re» содержащей только действительные 
числа. Эти же значения были получены ранее. 

Интересующий нас график с решением харак-
теристического уравнения для периодического 
движения будет иметь вид, показанный на ри-
сунке 6, б. Тут в отличие от рисунка 2 показаны 
комплексно-сопряженные корни этого уравнения 

-2±i 5 расположенные в плоскости «Im» содержа-
щей в том числе и комплексные числа.

а) n = 2 и D = +5 

 

б) n = 2 и D = –5 

 
Рис. 6. Графическое представление корней характеристического уравнения  

в трехмерном пространстве комплексного переменного 
 

В заключение надо добавить, что корни поли-
номов с действительными коэффициентами мо-
гут быть только действительными, мнимыми и 
комплексными, т.е. не более сложными [14, 15]. 
Поэтому не имеет смысла разыскивать их среди 
более сложных математических объектов. Это 
означает, что совокупность свойств динами-

ческих систем, описание которых базируется на 
полиномах с действительными коэффициен-
тами, ограничивается только такими свой-
ствами, которые можно описать с помощью ком-
плексных чисел: инерционность, колебатель-
ность, неустойчивость и др.
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В статье раскрывается особенности объектов объемно-пространственной композиции архитектурной и 
инженерной мысли конца XIX – начала XX в. Авторы обращают внимание на баланс – соотношение композици-
онной формы и содержательной части в искусственно созданном продукте в русле изучения композиции в 
учебной или творческой практике. Анализ данного соотношения становится важной константой оценки про-
дукта архитектурно-инженерной мысли, что нивелирует оценивания на уровне непрофессионального и нена-
учного высказывания «мне нравится – мне субъективно не нравится». Приводится пример композиционного 
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