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Представлен аналитический метод построения функции плотности распределения определяющего пара-
метра контрольно – измерительных приборов, на основании которого принимается решение об их работоспо-
собности и возможности продолжения эксплуатации или об отказе с последующей заменой на новый прибор. 
В основе метода лежат известное аналитическое решение уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова и новый 
алгоритм аналитического вычисления интеграла от производной по времени от функции условной плотности 
вероятности определяющего параметра.  Интегрирование производится в пределах изменения определяю-
щего параметра. Новизна состоит в представлении интеграла в виде линейной комбинации трех интегралов. 
Первый интеграл вычисляется с использованием замены переменной, второй – рассчитывается аналитически 
с использованием специальной функции Лапласа, а третий – с методом разложения в степенной ряд по опре-
деляющему параметру. Представленный метод может быть использован при проектировании и разработке 
новых образцов контрольно-измерительных приборов, моделировании процесса эксплуатации приборов, а 
также для прогнозирования дрейфа определяющего параметра в процессе эксплуатации.  
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The analytical method of constructing the distribution density function of the determining parameter of control and 
measuring devices, on the basis of which the decision about their serviceability and the possibility of continuing oper-
ation or about failure with subsequent replacement by a new device is presented. The method is based on the known 
analytical solution of the Fokker-Planck-Kolmogorov equation and on the new algorithm of analytical calculation of the 
integral of the time derivative of the conditional probability density function of the defining parameter.  The integration 
is performed within the limits of the change in the defining parameter. The novelty consists in the representation of the 
integral as a linear combination of three integrals. The first integral is calculated using variable replacement, the second 
is calculated analytically using a special Laplace function, and the third is calculated using the method of expansion into 
a power series by a defining parameter. The presented method can be used in the design and development of new 
samples of control and measuring instruments, simulation of the process of operation of instruments, as well as for 
predicting the drift of the defining parameter in the process of operation. 
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На современном этапе реализации Стратегии 
развития строительной отрасли и жилищно-ком-
мунального хозяйства Российской Федерации на 
период до 2030 года возникает необходимость 
управления проектами по созданию высокотех-
нологичной строительной продукции [1–13], в 
том числе по созданию современных средств из-
мерений и контрольно – измерительных прибо-
ров (КИП) [11–13], которые находят все более 
широкое применение в инновационном строи-
тельстве и при эксплуатации промышленного и 
гражданского строительного фонда.  

В настоящей работе используется формализа-
ция моделей отказов КИП, основанная на отсле-
живании динамики определяющего параметра 

(ОП), приводящего к отказовому состоянию [13–
14]. Управление парком КИП осуществляется на 
основе прогнозирования дрейфа ОП, который, в 
общем случае, происходит за счет совместного 
воздействия детерминированных и случайных 
факторов. Поэтому задача моделирования дрейфа 
ОП КИП с учетом детерминированных и случай-
ных факторов является актуальной.   

Объектом исследования является парк одно-
типных КИП, используемых при эксплуатации 
промышленного и гражданского строительного 
фонда. Предметом исследования являются ме-
тоды оценки безотказности и надежности ра-
боты парка КИП [14–16]. Целью исследования 
является изучение структуры функции 
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плотности распределения ОП КИП и разработка 
аналитического метода построения функции 
плотности его распределения, являющегося до-
статочно адекватным и применимым для реше-
ния практических задач.   

В [12–15] описаны и проанализированы мо-
дели отказов измерительной техники, включая 
марковские диффузионные модели, позволяю-
щие прогнозировать надежность и безопас-
ность эксплуатации КИП и объектов, на которых 
они установлены.  Изменение ОП описывается 
уравнением Фоккера-Планка-Колмогорова [15, 
16]. Рассмотрен один из случаев [13], когда урав-
нение имеет аналитическое решение. Однако 
для построения функции плотности вероятно-
сти распределения отказов приходится приме-
нять численные методы дифференцирования и 
интегрирования аналитического решения ука-
занного уравнения. 

В настоящей работе представлен аналитиче-
ский метод построения функции плотности рас-
пределения ОП КИП в виде линейной комбина-
ции трех интегралов. Описан алгоритм преобра-
зования подынтегрального выражения, позво-
ляющий вычислить аналитически соответству-
ющие интегралы.   

В соответствии с [16] примем, что для мар-
ковского процесса диффузионного типа услов-

ная переходная плотность вероятности ),( tx , 

ОП, описывается уравнением Фоккера – Планка – 
Колмогорова:  

𝜕𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
[𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜔(𝑥, 𝑡)] − 

 

−
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[𝐾2(𝑥, 𝑡)𝜔(𝑥, 𝑡)] = 0.                   (2) 

 

Уравнение (2) необходимо решать при задан-
ных начальных и граничных условиях.  Началь-
ные условия могут быть заданы в виде некото-
рой функции распределения ОП в начальный 
момент времени, а граничные условия задаются 
в виде:  𝝎(−∞, 𝒕) = 𝟎, 𝜔(∞, 𝑡) = 0 – для монотон-
ного распределения и 𝜔(−∞, 𝑡) = 0,   𝜔(1, 𝑡) = 0 – 
для немонотонного распределения. 

Отметим, что решение уравнения Фоккера-
Планка-Колмогорова представляет собой, в об-
щем случае, громоздкую математическую за-
дачу. Уравнение Фоккера – Планка – Колмого-
рова удается решить аналитически лишь в неко-
торых частных случаях. Применим метод, опи-
санный в [15, 16], идея которого состоит в том, 
чтобы путем введения новых независимых пе-
ременных свести уравнение (2) к такому виду, 
для которого решение уже известно. Остано-
вимся на двух случаях. 

Случай 1. Примем, что коэффициент 𝐾1  зави-
сит от ОП линейно: 𝐾1(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑥 + 𝑐(𝑡), а ко-
эффициент 𝐾2 не зависит от ОП: 𝐾2(𝑥, 𝑡) = 
= 𝐾2(𝑡) = 𝑏(𝑡). Такое задание коэффициентов 
диффузии и сноса при некоторых 

предположениях описывает деградационные 
процессы, вызванные химическими реакциями 
окисления паяных соединений КИП [10]. 

Для получения аналитического решения 
уравнения (2) введем новые переменные [13]: 
𝜏 = 𝜙(𝑡), 𝑦 = 𝜓(𝑥, 𝑡). 

Тогда плотность вероятности принимает вид:   

𝜔(𝑥, 𝑡) = 𝜔1(𝜓(𝑥, 𝑡), 𝜙(𝑡)) ⋅ |𝜓𝑥
′ | = 

= 𝜔1(𝑦, 𝜏) ⋅ |𝜓𝑥
′ |,                            (3) 

где 𝜔1(𝑦, 𝜏) – новая функция плотности распре-
деления ОП. Подбирая функции 𝜙(𝑡) и 𝜓(𝑥, 𝑡), 
можно определить новые коэффициенты 𝐾1(𝑦, 𝜏) 
и 𝐾2(𝑦, 𝜏) так, чтобы из уравнения (2) после пере-
хода к новым переменным можно было найти 
функцию 𝜔1(𝑦, 𝜏). Выберем в соответствии c [13]: 

𝜙(𝑡) = ∫ 𝑏(𝜍)𝑒
−2 ∫ 𝑎(𝜉)𝑑𝜉

𝜍
𝑡0

𝑡

𝑡0
𝑑𝜍, 

 

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑒
− ∫ 𝑎(𝜉)𝑑𝜉

𝑡
𝑡0 − ∫ 𝑐(𝜍)𝑒

− ∫ 𝑎(𝜉)𝑑𝜉
𝑡

𝑡0
𝑡

𝑡0
𝑑𝜍,  

 

𝜓𝑥
′ (𝑥, 𝑡) = 𝑒

− ∫ 𝑎(𝜉)𝑑𝜉
𝑡
𝑡0 . 

В настоящей работе исследуем случай: 𝑎(𝑡) = 𝑎, 
𝑏(𝑡) = 𝑏, 𝑐(𝑡) = 𝑐, где 𝑎, 𝑏, 𝑐 - постоянные вели-
чины. Тогда 

𝜙(𝑡) =
𝑏(1−𝑒−2𝑎(𝑡−𝑡0))

2𝑎
, 

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0) − 𝑐(1 − 𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0))/𝑎, 

𝜓𝑥
′ (𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0).                        (4) 

Тогда уравнение (2) принимает вид простей-
шего параболического уравнения [17]:  

  
𝜕𝜔1(𝑦,𝜏)

𝜕𝜏
=

1

2

𝜕2𝜔1(𝑦,𝜏)

𝜕𝑦2 ,                            (5) 

решение которого при задании начального и 
граничного условия с помощью 𝛿– функции 
имеет вид [15–16]:  

𝜔1(𝑦, 𝜏) =
1

√2𝜋(𝜏−𝜏0)
𝑒

−
(𝑦−𝑦0)2

2(𝜏−𝜏0)   .                 (6) 

Используя формулы (3–5), получаем функ-
цию условной плотности распределения веро-
ятности в явном виде: 

𝜔(𝑥, 𝑡) =
𝑒

−𝑎(𝑡−𝑡0)−
(−(

с
𝑎

)(1−𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0))+𝑥𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0)−𝑥0)
2

(
𝑏
𝑎)(1−𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0))

√(𝜋 ⋅
𝑏

𝑎
) (1 − 𝑒−2𝑎(𝑡−𝑡0))

 × 

 

× 𝑒−𝑎(𝑡−𝑡0) .                                  (7) 
Плотность распределения вероятностей 𝑓(𝑡) 

и функция распределения 𝐹(𝑡) в случае моно-
тонного характера [15–16] изменения ОП нахо-
дится по формулам:   

𝑓(𝑡) = − ∫
𝜕𝜔(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑥

1

−∞
, 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

−∞
.   (8) 

Знание функций 𝑓(𝑡), 𝐹(𝑡) позволяет найти 
целый ряд статистических оценок для ОП, вклю-
чая математическое ожидание, среднее квадра-
тическое отклонение и интенсивность отказов: 
𝜆(𝑡) = 𝑓(𝑡)/(1 − 𝐹(𝑡)). Опишем метод построе-
ния функции 𝑓(𝑡). Вычислим производную 
функции 𝜔(𝑥, 𝑡) (8) аналитически или с при-
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менением символьных вычислений в среде 
Mathcad и представим 𝜔(𝑥, 𝑡) (7) в виде:   

𝝏𝝎

𝝏𝒕
= 𝒆−

(𝒙−𝒎)𝟐

𝟐𝝉 [𝑳𝟎(𝒕) + 𝑳𝟏(𝒕)𝒙 + 𝑳𝟐(𝒕)𝒙𝟐],         (9) 

где 𝐿0(𝑡) =
𝑏𝑚2𝑒−5𝑎𝑡

2𝜏2√2𝜋𝜏
+

𝑎𝑚2𝑒−3𝑎𝑡

𝜏√2𝜋𝜏
+

𝑚(𝑐−𝑎𝑥0)𝑒−2𝑎𝑡

𝜏√2𝜋𝜏
− 

 

−
𝑎𝑒−𝑎𝑡

√2𝜋𝜏
−

𝑏𝑒−3𝑎𝑡

2𝜏√2𝜋𝜏
, 

 

𝐿1(𝑡) = −
2𝑚𝑏𝑒−5𝑎𝑡

2𝜏2√2𝜋𝜏
−

2𝑚𝑎𝑒−3𝑎𝑡

𝜏√2𝜋𝜏
−

(𝑐−𝑎𝑥0)𝑒−2𝑎𝑡

𝜏√2𝜋𝜏
,   

 

𝐿2(𝑡) =
𝑏𝑒−5𝑎𝑡

2𝜏2√2𝜋𝜏
+

𝑎𝑒−3𝑎𝑡

𝜏√2𝜋𝜏
, 

 

𝜏 =
𝑏

2𝑎
(1 − 𝑒−2𝑎𝑡), 𝑚 = 𝑥0𝑒𝑎𝑡 +

𝑐

𝑎
(1 − 𝑒𝑎𝑡). 

Тогда в соответствии с [15–16]: 

−𝑓(𝑡) = ∫
𝜕𝜔

𝜕𝑡
𝑑𝑥

𝑥∗∗

𝑥∗

= 

= ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 [𝐿0(𝑡) + 𝐿1(𝑡)𝑥 + 𝐿2(𝑡)𝑥2]𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗ . (10) 

Представим последний интеграл в виде 
суммы трех вспомогательных интегралов: 

−𝑓(𝑡) = 𝐿0(𝑡) ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗

+ 𝐿1(𝑡) ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑥𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗

+ 𝐿2(𝑡) ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑥2𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗

= 

= 𝐿0(𝑡)𝐼0(𝑡) + 𝐿1(𝑡)𝐼1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)𝐼2(𝑡),           (11) 
где 𝑥∗∗ – значение ОП, при котором происходит 
отказ КИП, 𝑥∗ – начальное значение ОП. 

Вычислим вспомогательные интегралы 
𝐼0(𝑡), 𝐼1(𝑡), 𝐼2(𝑡):

 

𝐼0(𝑡) = ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗ = √2𝜋𝜏Ф (
𝑥∗∗−𝑚

𝜏
) − √2𝜋𝜏Ф (

𝑥∗−𝑚

𝜏
), 

 

𝐼1(𝑡) = ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑥𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗ = ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 (𝑥 − 𝑚)𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗ + 𝑚 ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗ = −𝜏 ⋅ (𝑒−
(𝑥∗∗−𝑚)2

2𝜏 − 𝑒−
(𝑥∗−𝑚)2

2𝜏 ) +

+ 𝑚√2𝜋𝜏 (Ф (
𝑥∗∗−𝑚

𝜏
) − Ф (

𝑥∗−𝑚

𝜏
)), 

𝐼2(𝑡) = ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑥2𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗

= ∫ (𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 (𝑥2 − 2𝑚𝑥 + 𝑚2) + 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 (2𝑚𝑥 − 𝑚2)) 𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗

= 

= ∫ 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

2𝜏 (𝑥 − 𝑚)2𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗
+ 2𝑚 ∫ 𝑒−

(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑥𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗
− 𝑚2 ∫ 𝑒−

(𝑥−𝑚)2

2𝜏 𝑑𝑥
𝑥∗∗

𝑥∗
= 

= 2𝜏 ⋅ (𝑅 (
𝑥∗∗−𝑚

𝜏
) − 𝑅 (

𝑥∗−𝑚

𝜏
)) + 2𝑚𝐼1(𝑡) − 𝑚2√2𝜋𝜏 (Ф (

𝑥∗∗−𝑚

𝜏
) − Ф (

𝑥∗−𝑚

𝜏
)),

где Ф(𝒙) = ∫
𝟏

√𝟐𝝅

𝒙

𝟎
⋅ 𝒆−

𝒙𝟐

𝟐 𝒅𝒙 – специальная функ-

ция Лапласа, )(t =  – функция, зависящая  

от времени t , а 𝑅(𝑥) = ∫ 𝑒
−

𝑥2

2𝜉𝑥2𝑑𝑥
𝑥

−∞
=

∫ 𝑥2 (∑ (−1)𝑘 (𝑥2/2𝜉)
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0 ) 𝑑𝑥

𝑥

−∞
= ∑ (−1)𝑘 (𝑥)2𝑘+3

2𝑘𝜉𝑘(2𝑘+3)𝑘!

∞
𝑘=0  – 

специальная функция для вычисления инте-
грала с помощью степенного ряда. 

Случай 2. Примем, что 𝐾1(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝑡)(𝑥 − 𝑐), 
𝐾2(𝑥, 𝑡) = 𝑏(𝑡)(𝑥 − 𝑐)2. Такое задание коэффици-
ентов диффузии и сноса описывает процессы, в 
которых случайная составляющая превалирует 
над детерминированной составляющей ОП. 

Для получения аналитического решения 
уравнения (2) выберем функции 𝜙(𝑡) и 𝜓(𝑥, 𝑡)  
в виде [14–16]: 

𝜙(𝑡) = ∫ 𝑏(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
, 

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑙𝑛( 𝑥 − 𝑐) + ∫ (𝑏(𝜏) − 𝑎(𝜏))𝑑𝜏
𝑡

0
. (12)                               

Если 𝑎(𝑡) = 𝑎, 𝑏(𝑡) = 𝑏, где 𝑎, 𝑏 – постоянные 
величины, то 𝜙(𝑡) = 𝑏 ⋅ 𝑡, 𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑙𝑛( 𝑥 − 𝑐) +

+ (𝑏 − 𝑎) ⋅ 𝑡, 𝜓𝑥
′ (𝑥, 𝑡) = 1/(𝑥 − 𝑐), 𝑦0 = 𝑙𝑛( 𝑥0 − 𝑐), 

𝜏0 = 0. 
Проводя соответствующие выкладки, можно 

показать, что после перехода к новым перемен-
ным (12) вновь получаются соотношения, ана-
логичные (5)–(6). Соотношение, аналогичное 
выражению (7), может быть получено после 
подстановки замены переменных (12) в (6): 

𝜔(𝑥, 𝑡) =
1

√2𝜋𝑏𝑡⋅(𝑥−𝑐)
𝑒−

(𝑙𝑛(𝑥−𝑐)+(𝑏−𝑎)𝑡−𝑙𝑛(𝑥0−𝑐))2

2𝑏𝑡 ,   (13) 

Вычислим производную функции 𝜔(𝑥, 𝑡) (13) 
аналитически или с применением символьных 
вычислений в среде Mathcad и представим  
в виде, аналогичном выражению (7): 

𝝏𝝎

𝝏𝒕
= 𝒆−

(𝒛−𝒎)𝟐

𝟐𝒃𝝉 [𝑳𝟎(𝒕) + 𝑳𝟏(𝒕)𝒛 + 𝑳𝟐(𝒕)𝒛𝟐]. 

Введем обозначения: 
𝑧 = 𝑙𝑛( 𝑥 − 𝑐), 𝑚 = 𝑙𝑛( 𝑥0 − 𝑐) − (𝑏 − 𝑎)𝑡, 

𝐿0(𝑡) = −
1

√2𝜋𝑏⋅2𝑡√𝑡
+

𝑚2−2𝑡𝑚(𝑎−𝑏)

2𝑏𝑡2 ⋅
1

√2𝜋𝑏𝑡
, 

 

𝐿1(𝑡) =
2𝑡(𝑎−𝑏)−2𝑚

2𝑏𝑡2 ⋅
1

√2𝜋𝑏𝑡
, 𝐿2(𝑡) =

1

2𝑏𝑡2 ⋅
1

√2𝜋𝑏𝑡
. 

Тогда
 

−𝑓(𝑡) = ∫
𝜕𝜔

𝜕𝑡
𝑑𝑧

𝑧∗∗

𝑥∗ = ∫ 𝑒−
(𝑧−𝑚)2

2𝜏 [𝐿0(𝑡) + 𝐿1(𝑡)𝑧 + 𝐿2(𝑡)𝑧2]𝑑𝑧
𝑧∗∗

𝑥∗ = ∫ 𝑒−
(𝑧−𝑚)2

2𝜏 𝑑𝑧 = 𝐿0(𝑡)𝐼0(𝑡) +
𝑧∗∗

𝑥∗

+ 𝐿1(𝑡)𝐼1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)𝐼2(𝑡).

Способ вычисления интегралов 𝐼0, 𝐼1, 𝐼2 опи-
сан выше.   

Таким образом, в рассмотренных двух слу-
чаях плотность распределения вероятности ОП 
вычисляется аналитически с использованием 
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специальной функции Лапласа Ф(𝑥) и специаль-
ной функции 𝑅(𝑥) для приближенного вычисле-
ния интеграла с помощью степенного ряда. 

Отметим, что решение уравнения Фоккера – 
Планка – Колмогорова (2) в полном объеме воз-
можно также, если применить хорошо извест-
ный в математической физике метод разделе-
ния переменных (метод Фурье) [17]. Этот метод 
весьма трудоемок, а получаемое с его помощью 
решение обычно выражается через сложные 
функциональные ряды.  

Двумерная поверхность функции условной 
плотности вероятности 𝜔(𝑥, 𝑡) для cлучая 2 при 
𝑎 = 0,5, 𝑏 = 0,6, с = −0,1, 𝑥10 = 0,1изображена на 
рисунке 1.   

На рисунке 2а–г для случая 2 представлены 
линии уровня графиков поверхностей 𝜔(𝑥, 𝑡) 
при разных значениях параметра с.  

 

 

 

 
Рис. 1. Поверхность функции  

условной плотности распределения вероятности 𝜔(𝑥, 𝑡) 
для случая 2  

 

 
Рис. 2. Линии уровня графиков поверхностей 𝜔(𝑥, 𝑡) при разных значениях параметра с:  

(а) с = −0,5; (б) с = −0,2; (в) с = 0; (г) с = 0,9  
 

Видно, что с увеличением параметра с направ-
ление градиента функции 𝜔(𝑥, 𝑡) разворачива-
ется против часовой стрелки. 

Структура функции плотности распределе-
ния 𝑓(𝑡) = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡) проиллюстриро-
вана на рисунке 3.

 
Рис. 3. Структура функции плотности распределения времени безотказной работы
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Через𝑓0(𝑡),𝑓1(𝑡),𝑓2(𝑡) обозначены составляю-
щие функции 𝑓(𝑡), соответствующие нулевой, 
первой и второй степени ОП, и построенные по 
результатам вычисления трех вспомогательных 
интегралов. Все три составляющие при 𝑡 → 0 ухо-
дят в бесконечность, причем наибольший вклад 
в функцию плотности распределения 𝑓(𝑡) вносит 
вспомогательный интеграл, соответствующий 
второй степени ОП. С увеличением времени экс-
плуатации t  начинает превалировать первая со-

ставляющая 𝑓0(𝑡), и функция распределения 𝑓(𝑡) 
приближается к нормальному закону распреде-
ления. Видимо с этим связано, что интенсивность 
отказов при  𝑡 > 15 (на периоде старения КИП) 
начинает резко возрастать.  

Обсуждения результатов и выводы 
Разработан аналитический метод построения 

функции плотности распределения ОП КИП, ис-
пользующий аналитическое решение уравнения 
Фоккера ‒ Планка ‒ Колмогорова. Метод основан 
на представлении производной от функции пере-
ходной плотности вероятности распределения 
ОП в виде линейной комбинации трех интегра-
лов. Один из интегралов вычисляется аналитиче-
ски, с использованием таблицы интегралов. Вто-
рой интеграл вычисляется с помощью специаль-
ной функции Лапласа. Третий интеграл вычисля-
ется путем разложения функции в степенной ряд. 

Поскольку степенной ряд сходится при всех 
значениях ОП, то его использование не накла-
дывает дополнительных ограничений на об-
ласть применимости представленного в статье 
метода. При решении практических задач 

достаточно ограничиться первыми 6–10 чле-
нами разложения в ряд.   

Отметим, что построенная в настоящей ра-
боте аналитическим методом функция 𝑓(𝑡) сов-
падает с функцией плотности распределения 
численно.   

Разработанный метод позволяет строить и 
анализировать широкий спектр метрологиче-
ских характеристик, получать их статистиче-
ские оценки. Интенсивность отказов КИП для 
рассмотренных в статье двух случаев имеет U – 
образный вид, который хорошо согласуется с 
классической зависимостью интенсивности от-
казов от времени [15]. 

Представленный в статье метод использо-
вался в задачах прогнозирования и моделирова-
ния надежности паяных соединений интеграль-
ных схем КИП, применяемых для оснащения 
специальных объектов, эксплуатируемых, в том 
числе, в жестких условиях и агрессивных средах.  

Представленный метод применялся для про-
гнозирования таких метрологических характери-
стик, как уход нулевой отметки КИП и увеличение 
погрешности измерений с течением времени.   

Разработанный метод может быть использо-
ван для определения наиболее слабых звеньев, 
комплектующих и компонентов, из-за которых 
КИП приходит в неработоспособное состояние, а 
также для разработки рекомендаций по исполь-
зованию определенных производственных ма-
териалов с необходимыми физико – химиче-
скими свойствами для изготовления указанных 
узлов, звеньев и компонентов. 
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В работе предложен алгоритм реализации численного интегрирования в задачах расчета тонкостенных 
оболочечных конструкций. В основе исследования используется геометрически нелинейная математическая 
модель типа Тимошенко – Рейснера, учитывающая ортотропию материала, поперечные сдвиги и возможность 
расчета конструкций разных форм (пологих оболочек двоякой кривизны, цилиндрических и конических пане-
лей и др.). Модель записана в форме функционала полной потенциальной энергии деформации оболочки. К 
модели применяется метод Ритца для сведения вариационной задачи о минимуме функционала к решению 
системы нелинейных алгебраических уравнений. В процессе формирования системы возникает необходи-
мость вычисления большого количества интегралов. Предлагается, выделив среди них повторяющиеся, запи-
сывать значения в базу данных, что позволяет достигнуть высокой производительности по сравнению с обыч-
ным вариантом расчета. Программная реализация выполнена на языке Python. Приведены примеры исследо-
вания пологой оболочки двоякой кривизны на устойчивость.  

Ключевые слова: оболочки, устойчивость, алгоритм, интегрирование, Python, хэш, быстродействие, нели-
нейная задача. 
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The paper proposes an algorithm for the implementation of numerical integration in the problems of calculating 
thin-walled shell structures. The study is based on a geometrically nonlinear mathematical model of the Timoshenko-
Reissner type, which takes into account the orthotropy of the material, transverse shifts and the possibility of calculat-
ing structures of various shapes (double-curved shallow shells, cylindrical and conical panels, etc.). The model is written 


