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В. Ю. Шаранин, А. А. Семенов 
 

Шаранин Виталий Юрьевич, аспирант, Санкт-Петербургский государственный архитектурно-
строительный университет, г. Санкт-Петербург, Российская Федерация, тел.: +7 (812) 575-05-49; 
email: vitas930831@mail.ru; 

Семенов Алексей Александрович, кандидат технических наук, доцент, заведующий кафедрой инфор-
мационных технологий, Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный универси-
тет, г. Санкт-Петербург, Российская Федерация, тел.: +7 (812) 575-05-49; email: sw.semenov@gmail.com 

 

В работе предложен алгоритм реализации численного интегрирования в задачах расчета тонкостенных 
оболочечных конструкций. В основе исследования используется геометрически нелинейная математическая 
модель типа Тимошенко – Рейснера, учитывающая ортотропию материала, поперечные сдвиги и возможность 
расчета конструкций разных форм (пологих оболочек двоякой кривизны, цилиндрических и конических пане-
лей и др.). Модель записана в форме функционала полной потенциальной энергии деформации оболочки. К 
модели применяется метод Ритца для сведения вариационной задачи о минимуме функционала к решению 
системы нелинейных алгебраических уравнений. В процессе формирования системы возникает необходи-
мость вычисления большого количества интегралов. Предлагается, выделив среди них повторяющиеся, запи-
сывать значения в базу данных, что позволяет достигнуть высокой производительности по сравнению с обыч-
ным вариантом расчета. Программная реализация выполнена на языке Python. Приведены примеры исследо-
вания пологой оболочки двоякой кривизны на устойчивость.  

Ключевые слова: оболочки, устойчивость, алгоритм, интегрирование, Python, хэш, быстродействие, нели-
нейная задача. 

 

ALGORITHM FOR FAST NUMERICAL INTEGRATION  
IN PROBLEMS OF BUCKLING OF SHELL STRUCTURES 

 

V. Yu. Sharanin, A. A. Semenov 
 

Sharanin Vitaliy Yuryevich, postgraduate student, St. Petersburg State University of Architecture  
and Civil Engineering, St. Petersburg, Russian Federation, phone: +7 (812) 575-05-49; email: vitas930831@mail.ru; 

Semenov Aleksey Aleksandrovich, PhD in Tech. Sci., Associate Professor, Head of Department of Com-
puter Science, St. Petersburg State University of Architecture and Civil Engineering, St. Petersburg, Russian 
Federation, tel.: +7 (812) 575-05-49; email: sw.semenov@gmail.com 

 

The paper proposes an algorithm for the implementation of numerical integration in the problems of calculating 
thin-walled shell structures. The study is based on a geometrically nonlinear mathematical model of the Timoshenko-
Reissner type, which takes into account the orthotropy of the material, transverse shifts and the possibility of calculat-
ing structures of various shapes (double-curved shallow shells, cylindrical and conical panels, etc.). The model is written 
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in the form of a functional of the total potential energy of the shell deformation. The Ritz method is applied to the model 
to reduce the variational problem of the minimum of the functional to the solution of a system of nonlinear algebraic 
equations. In the process of system formation, it becomes necessary to calculate a large number of integrals. It is pro-
posed, having singled out the repeating ones among them, to write the values to the database, which makes it possible 
to achieve high performance compared to the usual calculation option. The software implementation is made in Python. 
Examples of buckling studies of a shallow shell of double curvature are given. 

Keywords: shells, buckling, algorithm, integration, Python, hash, speed, nonlinear problem. 
 

Введение 
Оболочечные конструкции широко исполь-

зуются практически во всех отраслях промыш-
ленности: в судо- и самолетостроении, в гидро-
технике, в объектах АЭС, в мостостроении, при 
возведении самых разнообразных промышлен-
ных, сельскохозяйственных и гражданских объ-
ектов [1–3], в дорожном и подземном строитель-
стве, в горнодобывающей и перерабатывающей 
промышленности.  

Одной из наиболее важных задач, связанных 
с обеспечением безопасной работы оболочеч-
ных конструкций, является анализ их устойчи-
вости [4–7]. Поэтому нахождение значений кри-
тических нагрузок, при которых оболочка резко 
проваливается, и очагов концентрации напря-
жений является актуальной задачей. 

Потеря устойчивости оболочки связана с воз-
никновением больших деформаций, которые 
возможно исследовать, учитывая геометриче-
скую нелинейность [8–11]. В результате это 
приводит к необходимости выполнения ресур-
соемких вычислений [12–14], как в отношении 
решения нелинейных систем уравнений, так и в 
отношении численного интегрирования. 

Целью данной работы является разработка 
наиболее эффективного по времени расчета ал-
горитма численного интегрирования примени-
тельно к задаче анализа устойчивости оболо-
чечной конструкции. 

1. Теория и методы 
1.1. Математическая модель 
Математическая модель деформирования 

оболочечной конструкции состоит из трех 
групп соотношений: геометрических, связываю-
щих деформации и перемещения; физических, 
связывающих напряжения и деформации; функ-
ционала полной потенциальной энергии дефор-
мации оболочки. 

Деформации в координатной поверхности 
оболочки выражаются через перемещения 
𝑈,  𝑉,  𝑊 вдоль осей zyx ,,  (с учетом геомет-

рической нелинейности) следующим образом: 

𝜀𝑥 =
1

𝐴

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+

1

𝐴𝐵
𝑉

𝜕𝐴

𝜕𝑦
− 𝑘𝑥𝑊 +

1

2
𝜃1

2, 
 

𝜀𝑦 =
1

𝐵

𝜕𝑉

𝜕𝑦
+

1

𝐴𝐵
𝑈

𝜕𝐵

𝜕𝑥
− 𝑘𝑦𝑊 +

1

2
𝜃2

2, 
 

𝛾𝑥𝑦 =
1

𝐴

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+

1

𝐵
𝑉

𝜕𝑈

𝜕𝑦
−

1

𝐴𝐵
𝑈

𝜕𝐴

𝜕𝑦
−

1

𝐴𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑥
𝑉 + 𝜃1𝜃2,      (1) 

 

𝜃1 = − (
1

𝐴

𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 𝑘𝑥𝑈),          𝜃2 = − (

1

𝐵

𝜕𝑊

𝜕𝑦
+ 𝑘𝑦𝑉),           

𝑘𝑥 =
1

𝑅1
,  𝑘𝑦 =

1

𝑅2
, 

где 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑦),  𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑦),  𝑊 = 𝑊(𝑥, 𝑦) – неиз-
вестные функции перемещений; 𝜀𝑥, 𝜀𝑦 – дефор-

мации удлинения вдоль координат yx,  средин-

ной поверхности; 𝛾𝑥𝑦 , 𝛾𝑥𝑧 , 𝛾𝑦𝑧 – деформации 

сдвига в плоскостях 𝑥𝛰𝑦, 𝑥𝛰𝑧, 𝑦𝛰𝑧 соответ-
ственно. Деформации для слоя, отстоящего от 
срединного на расстояние 𝑧, тогда будут выра-
жаться соотношениями: 
𝜀𝑥

𝑧 = 𝜀𝑥 + 𝑧𝜒1 𝜀𝑦
𝑧 = 𝜀𝑦 + 𝑧𝜒2 𝛾𝑥𝑦

𝑧 = 𝛾𝑥𝑦 + 2𝑧𝜒12, (2) 
где функции изменения кривизны 𝜒1,  𝜒2 и кру-
чения 𝜒12 принимают вид: 

𝜒1 =
1

𝐴

𝜕𝛹𝑥

𝜕𝑥
+

1

𝐴𝐵

𝜕𝐴

𝜕𝑦
𝛹𝑦 ,   𝜒2 =

1

𝐵

𝜕𝛹𝑦

𝜕𝑦
+

1

𝐴𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑥
𝛹𝑥 ,   (3) 

 

𝜒12 =
1

2
(

1

𝐴

𝜕𝛹𝑦

𝜕𝑥
+

1

𝐵

𝜕𝛹𝑦

𝜕𝑥
−

1

𝐴𝐵
(

𝜕𝐴

𝜕𝑦
𝛹𝑦 +

𝜕𝐵

𝜕𝑥
𝛹𝑦)), 

где 𝛹𝑥 = 𝛹𝑥(𝑥, 𝑦), 𝛹𝑦 = 𝛹𝑦(𝑥, 𝑦) – неизвестные 

функции углов поворота нормали (таким обра-
зом, в математической модели присутствует 5 
неизвестных функций). 

Усилия 𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑥𝑦 ,𝑁𝑦𝑥 , моменты 𝑀𝑥 , 𝑀𝑦, 

𝑀𝑥𝑦 ,𝑀𝑦𝑥 и поперечные силы 𝑄𝑥 , 𝑄𝑦 , приходящи-

еся на единицу длины сечения и приведённые  
к координатной поверхности: 

( )yxx

hE
N +

−
= 21

2112

1

1
, ( )xyy

hE
N +

−
= 12

2112

2

1
, 

xyyxxy hGNN == 12
, ( )2211

3

2112

1

121
+

−
=

hE
M x

, 

( )1122

3

2112

2

121
+

−
=

hE
M y

,           (4) 

12

3

12
6
==

h
GMM yxxy

,     ( )113 −= xx khGQ ,      

( )223 −= yy khGQ , 

где 𝐸1, 𝐸2 – модули упругости в направлениях 
𝑥, 𝑦; 𝐺12, 𝐺13, 𝐺23 – модули сдвига в плоскостях 

𝑥𝛰𝑦, 𝑥𝛰𝑧, 𝑦𝛰𝑧 соответственно; 2112,  – коэф-

фициенты Пуассона. В случае изотропного мате-
риала необходимо принять 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸, 𝜇12 =
𝜇21 = 𝜇, 𝐺12 = 𝐺13 = 𝐺23 = 𝐺. Функционал пол-
ной потенциальной энергии деформации обо-
лочки, представляющий собой разность потен-
циальной энергии системы и работы внешних 
сил, будет иметь вид: 

𝐸𝑠 = 𝐸𝑝 − 𝛢,                                 (5)
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𝐸𝑝 =
1

2
∫ ∫ [𝑁𝑥𝜀𝑥 + 𝑁𝑦𝜀𝑦 +

1

2
(𝑁𝑥𝑦 + 𝑁𝑦𝑥)𝛾𝑥𝑦 + 𝑀𝑥𝜒1 + 𝑀𝑦𝜒2 + (𝑀𝑥𝑦 + 𝑀𝑦𝑥)𝜒12

𝑏

0

𝑎

𝑎1
+

+𝑄𝑥(𝛹𝑥 − 𝜃1) + 𝑄𝑦(𝛹𝑦 − 𝜃2)]𝐴𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦,
                    (6)

𝛢 = ∫ ∫ 𝑞𝑊𝐴𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑏

0

𝑎

𝑎1
. 

1.2. Численные методы 
Для выполнения расчетов, уравнения равно-

весия, которые представляют в совокупности 
систему дифференциальных уравнений в част-
ных производных, можно не находить. Для опре-
деления неизвестных функций можно приме-
нить к функционалу полной потенциальной 
энергии деформации метод Ритца. 

Метод Ритца позволяет свести вариационную 
задачу о нахождении минимума функционала к ре-
шению системы нелинейных алгебраических урав-
нений. Согласно этому методу, неизвестные функ-
ции 𝑈(𝑥, 𝑦),  𝑉(𝑥, 𝑦),  𝑊(𝑥, 𝑦), 𝛹𝑥(𝑥, 𝑦), 𝛹𝑦(𝑥, 𝑦), 

аппроксимируются в виде [15]: 

𝑈(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑢𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑋1
𝑘𝑌1

𝑙 , 𝑉(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑣𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

 

 

𝑊(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑤𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑋3
𝑘𝑌3

𝑙  (7) 

 

𝛹𝑥(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝜓𝑥𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑋4
𝑘𝑌4

𝑙 , 

 

 𝛹𝑦(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝜓𝑦𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

𝑋5
𝑘𝑌5

𝑙 , 

 

где 𝑢𝑘𝑙 ,   𝑣𝑘𝑙 ,   𝑤𝑘𝑙 ,   𝜓𝑥𝑘𝑙
,   𝜓𝑦𝑘𝑙

 – искомые число-

вые параметры,𝑋1
𝑘 − 𝑋5

𝑘 ,   𝑌1
𝑙 − 𝑌5

𝑙  – известные ап-
проксимирующие функции, которые удовлетво-
ряют краевым условиям на контуре оболочки.  

Предположим, что конструкция обладает 
симметрией относительно середины осей x  и 

y . Тогда в качестве аппроксимирующих функ-

ций для шарнирно-неподвижного закрепления 
будем использовать следующие тригонометри-
ческие функции:

𝑋1
𝑘 = 𝑠𝑖𝑛 (2𝑘𝜋

𝑥−𝑎1

𝑎−𝑎1
) ,  𝑋2

𝑘 = 𝑠𝑖𝑛 ((2𝑘 − 1)𝜋
𝑥−𝑎1

𝑎−𝑎1
) ,  𝑋3

𝑘 = 𝑠𝑖𝑛 ((2𝑘 − 1)𝜋
𝑥−𝑎1

𝑎−𝑎1
),  

𝑋4
𝑘 = 𝑐𝑜𝑠 ((2𝑘 − 1)𝜋

𝑥−𝑎1

𝑎−𝑎1
) ,  𝑋5

𝑘 = 𝑠𝑖𝑛 ((2𝑘 − 1)𝜋
𝑥−𝑎1

𝑎−𝑎1
) ,  𝑌1

𝑙 = 𝑠𝑖𝑛 ((2𝑙 − 1)𝜋
𝑦

𝑏
),                  (8) 

𝑌2
𝑙 = 𝑠𝑖𝑛 (2𝑙𝜋

𝑦

𝑏
) ,  𝑌3

𝑙 = 𝑠𝑖𝑛 ((2𝑙 − 1)𝜋
𝑦

𝑏
) ,  𝑌4

𝑙 = 𝑠𝑖𝑛 ((2𝑙 − 1)𝜋
𝑦

𝑏
) ,  𝑌5

𝑙 = 𝑐𝑜𝑠 ((2𝑙 − 1)𝜋
𝑦

𝑏
) .

Согласно методу Ритца, аппроксимирующие 
функции подставляются в функционал и нахо-
дятся производные по неизвестным парамет-
рам. Полученные выражения приравниваются к 
нулю. В результате получается система нели-
нейных алгебраических уравнений [15]. 

2. Алгоритм и программная реализации 
Основные этапы вычислительного алго-

ритма включают в себя: 
1) составление функционала полной потен-

циальной энергии деформации для рассматри-
ваемой задачи; 

2) поэлементное вычисление интегралов и 
запись результатов в словари; 

3) нахождение вектора-градиента и матрицы 
Гессе; 

4) выполнение итерационного процесса ме-
тода Ньютона; 

5) построение графиков и сохранение их  
в файл. 

Основная идея предлагаемого подхода заклю-
чается в разбиении полученного в ходе подста-
новки аппроксимации выражения на отдельные 
слагаемые, каждое из которых является двойным 
интегралом. Результаты вычисления этих инте-
гралов предлагается сохранять в базе данных – по-
скольку тригонометрические функции разных ар-
гументов будут повторяться, исчезнет необхо-

димость в их повторном вычислении, что дает зна-
чительный прирост в производительности ПО. Да-
лее это будет показано на конкретном примере. 

Входные параметры конструкции 
Рассмотрим пологую оболочку двоякой кри-

визны (параметры Ляме 𝐴 = 1,  𝐵 = 1, радиусы 
главных кривизн 𝑅1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, рис. 1). 
Линейные размеры вдоль осей координат 𝑎 =

𝑏 = 5.4 м, толщина 01.0=h  м, радиусы кри-

визны 𝑅1 = 𝑅2 = 20.25 м, материал – сталь с мо-
дулями упругости 𝐸1 = 𝐸2 = 2.1 ⋅ 105 МПа и ко-
эффициентами Пуассона 𝜇12 = 𝜇21 = 0.3. 

 

 
Рис. 1. Пологая оболочка двоякой кривизны 

 

Поэлементное вычисление интегралов и 
запись результатов в словари. Для примера 
возьмем минимально возможное число неиз-
вестных (пять), т.е. примем 𝑁 = 1. После подста-
новки (8) в (7), а (7) в (6), получим выражение:
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                                   (9)

В общей сложности, под знаком интегралов 
получилось 71 слагаемое. При повышении точ-
ности расчетов, их количество увеличивается на 
порядки (табл. 1).  

 

Таблица 1 
Количество слагаемых  

в зависимости от числа 𝑵 
𝒏 = √𝑵 𝑵 Количество элементов 

1 1 71 

2 4 3561 

3 9 56874 

4 16 467236 
5 25 2524375 

 

При детальном рассмотрении выражения (9) 
видно, что разные сочетания аппроксимирую-
щих функций и их производных повторяются, 

притом каждый раз на их вычисление затрачи-
вается машинное время. В предлагаемом алго-
ритме расчета заложено отслеживание одина-
ковых подынтегральных выражений. 

Для реализации алгоритма был выбран язык 
Python. Кроме того, учитывались правила вы-
числения интегралов, которые, в свою очередь, 
вытекают непосредственно из правил вычисле-
ния производных: 

∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥,         
 

∫ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 , 
 

∫ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥. 

Применяя данные правила, выражение 
можно привести к виду:

0.031𝑢11
4 ∫ 𝑠𝑖𝑛(1.164𝑥)4 𝑑𝑥 ∫ 𝑠𝑖𝑛(0.582𝑦)4 𝑑𝑦

𝑏

0

+
𝑎

𝑎1

0.031𝑣11
4 ∫ 𝑠𝑖𝑛(1.164𝑥)4 𝑑𝑥 ∫ 𝑠𝑖𝑛(0.582𝑦)4

𝑏

0

𝑎

𝑎1

𝑑𝑦 + 

 

+ 0.036𝑣11
2 𝑢11

2 ∫ 𝑠𝑖𝑛(1.164𝑥)2 sin(0.584𝑥)2𝑑𝑥 ∫ sin(1.164𝑦)2sin(0.582𝑦)2
𝑏

0

𝑎

𝑎1

𝑑𝑦 + 

 

0.679𝜓𝑥11
2 ∫ cos(0.582𝑥)2𝑑𝑥 ∫ cos(0.582𝑦)2𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

𝑎1

+ 0.679𝜓𝑦11

2 ∫ cos(0.582𝑥)2𝑑𝑥 ∫ cos(0.582𝑦)2𝑑𝑦
𝑏

0

𝑎

𝑎1

+ 

 

+ 0.853𝑤11𝑣11
2 𝑢11 ∫ sin(1.164𝑥)sin(0.582𝑥)2cos(0.582𝑥)𝑑𝑥 ∫ sin(1.164𝑦)2sin(0.582𝑦)2𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

𝑎1

 + 

 

+ 0.853𝑤11𝑣11𝑢11
2 ∫ sin(1.164𝑥)2sin(0.582𝑥)2𝑑𝑥 ∫ sin(1.164𝑦)sin(0.582𝑦)2cos(0.582𝑦)𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

𝑎1

+ 

 

1.357𝜓𝑦11
𝜓𝑥11

∫ 𝑐𝑜𝑠(0.582𝑥)2 𝑑𝑥 ∫ 𝑐𝑜𝑠(0.582𝑦)2 𝑑𝑦
𝑏

0

𝑎

𝑎1

+ 

 

+ 1.455𝑤11𝑢11
3 ∫ 𝑠𝑖𝑛(1.164𝑥)3 𝑐𝑜𝑠(0.582𝑥) 𝑑𝑥 ∫ 𝑠𝑖𝑛(0.582𝑦)4 𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

𝑎1

 + 

 

+ 1.455𝑤11𝑣11
3 ∫ 𝑠𝑖𝑛(0.582𝑥)4 𝑑𝑥 ∫ 𝑠𝑖𝑛(1.164𝑦)3 𝑐𝑜𝑠(0.582𝑦)

𝑏

0

𝑎

𝑎1

𝑑𝑦 + 

 

1005.236𝑢11
2 ∫ 𝑠𝑖𝑛(1.164𝑥)2 𝑑𝑥 ∫ 𝑐𝑜𝑠(0.582𝑦)2 𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

𝑎1

+. . . [ 58 слагаемых ]. . . − 
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− 76.612𝑤11
2 𝑢11 ∫ sin(1.164𝑥)sin(0.582𝑥)cos(0.582𝑥)𝑑𝑥 ∫ sin(0.582𝑦)3𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

𝑎1

−  

 

− 76.612𝑤11
2 𝑣11 ∫ sin(0.582𝑥)3𝑑𝑥 ∫ sin(1.164𝑦)sin(0.582𝑦)cos(0.582𝑦)𝑑𝑦.

𝑏

0

𝑎

𝑎1

  

 

При обработке подынтегральных выраже-
ний, программа определяет одинаковые. Их ко-
личество представлено в таблице 2. 

При n = 1 надо вычислить 71 интеграл, но 
программа рассчитает лишь 23 и запишет их в 

словарь (dict) в виде ключ/значение (key/value), 
где ключом выступит сам интеграл, а значением 
ключа будет результат его вычисления. 

Таблица 2 
Количество повторений подынтегральных выражений 

Подынтегральное выражение 
Кол-во  

повторений 
Подынтегральное выражение 

Кол-во  
повторений 

sin(1.164𝑥)sin(0.582𝑥)cos(0.582𝑥) 5 sin(1.164𝑥)2sin(0.582𝑥)2 3 

sin(0.582𝑥)2sin(1.164𝑥)cos(0.582𝑥) 3 sin(1.164𝑥)3cos(0.582𝑥) 1 

sin(1.164𝑥)cos(1.164𝑥)cos(0.582𝑥) 1 sin(1.164𝑥)2cos(1.164𝑥) 1 

cos(0.582𝑥)3sin(1.164𝑥) 1 cos(0.582𝑥)2 7 

sin(1.164𝑥)2cos(0.582𝑥)2 1 sin(0.582𝑥)3 6 

sin(1.164𝑥)cos(0.582𝑥) 3 sin(0.582𝑥)2 12 

cos(0.582𝑥)2sin(0.582𝑥) 4 sin(0.582𝑥)4 5 

sin(1.164𝑥)2sin(0.582𝑥) 4 cos(0.582𝑥)4 1 

cos(1.164𝑥)sin(0.582𝑥) 2 cos(1.164𝑥)2 1 

sin(0.582𝑥)2cos(1.164𝑥) 3 sin(1.164𝑥)2 2 

sin(0.582𝑥)2cos(0.582𝑥)2 3 sin(1.164𝑥)4 1 

cos(0.582𝑥)2cos(1.164𝑥) 1   

Примечание: аналогично для 𝑦. 
 

Порядок элементов в словаре не имеет значе-
ния, так как поиск происходит не методом пере-
бора (смещения), а с помощью связанного с эле-
ментом уникального ключа (хэш). Словари в 
Python реализуются с помощью хэш-таблиц, 
представляющие собой массивы, индексы 

которых вычисляются с помощью хэш-функций. 
Цель хэш-функции – равномерно распределить 
ключи в массиве. Хорошая хэш-функция мини-
мизирует количество коллизий, то есть вероят-
ность того, что разные ключи будут иметь один 
хэш [16, 17]. Пример записи словаря:



04,2.02500171:)sin(0.58204,2.02500171:)sin(1.164

9,2.69999771:)cos(1.1640,2.70000228:)sin(1.164

94,2.69999771:)cos(0.582,02.70000228:)sin(0.582Dict_x

44

22

22

xx

xx

xx=

 

650.91673324:))cos(0.582sin(1.164)sin(0.582

02,1.35000114:))cos(0.582)sin(0.582sin(1.164

32,0.45836662:))cos(0.582)cos(1.164sin(1.164,1.35000114:)sin(0.582)sin(1.164

40,-1.3500011:)cos(1.164)sin(0.582 01,0.67500057:)cos(0.582)sin(0.582

97,1.37509986:)sin(1.164)cos(0.582 0,1.35000114:)cos(0.582)sin(1.164

9,1.34999657:)cos(1.164)cos(0.58283,1.57154270:)cos(0.582)sin(1.164

3,1.83346649:)sin(0.582)sin(1.164 581,-1.1459165:))sin(0.582cos(1.164

63,2.29183311:))cos(0.582sin(1.164 81,1.14591655:)sin(0.582)cos(0.582

17,-199e-5.1020901:)cos(1.164)sin(1.164

6,2.29183311:)sin(0.5829,2.02499714:)cos(0.582

2

22

222

322

23

2

2

2

34

xxx

xxx

xxxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xx

xx

Таким образом, при обнаружении повторяю-
щихся интегралов, программа будет автомати-

чески заменять их на значение, соответствую-
щее ключу в словаре, и выражение примет вид:
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.77782597.93445+ 51781185.18518 76356586.80821

 + 1375740.06331128 + 15-6687e3.44553938  0421106177.957

+ 1375740.06331128 + 15-6687e3.44553938  0421106177.957 

+ 55279041.14378+ 55279041.14378+ 8568.44239034

 24710.52764984+ 24710.52764984+ 1920578.257591

 1330317.801618+ 1330317.801618 + 214737.4366998

+ 474711541.4806+ 214737.4366998+ 474711541.4806

 + 88772.31538204 + 9374826.809547 + 60655240.00442

 + 88772.31538204 + 9374826.809547 + 60655240.00442

 + 874910496.8375+ 874910496.8375+ 30090.03297814

 227211.4507219 227211.4507219  769816356.9230

+ 2161756.305567+ 2161756.305567 + 706815.3238252
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Рис. 2. Пример записи в файл с применением модуля Pickling 

 

 
Рис. 3. Пример записи в текстовый файл 
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Для ускорения данного процесса, расчет инте-
гралов по переменной 𝑥 и 𝑦 происходит парал-
лельно. Словарь также записывается в файл решен-
ных интегралов, что в дальнейшем позволит под-
гружать этот файл в проект и производить много-
поточную замену. При отсутствии интеграла в 
файле, он будет автоматически добавлен в него. 

Для записи словаря в файл используется мо-
дуль pickle. Модуль pickle реализует алгоритм се-
риализации и десериализации объектов Python. 
«Pickling» – процесс превращения объекта Python 
в поток байтов, а «unpickling» – обратная опера-
ция, в результате которой поток байтов преобра-
зуется обратно в Python-объект. Так как поток 
байтов легко можно записать в файл, модуль 
pickle широко применяется для сохранения и за-
грузки сложных объектов в Python. Пример того, 
как словарь храниться в файле, показан на ри-
сунке 2. Паралельно словарь записывается в 
текстовый файл для удобства прочтения (рис. 3).  

Алгоритм можно представить в виде блок-
схемы (рис. 4). 

 
Рис. 4. Блок-схема алгоритма 

 

На рисунке 5 показано сравнение времени вы-
полнения расчета для рассматриваемой задачи: 

 
Рис. 5. Время выполнения расчета 

 

3. Расчеты 
Результатом исследования оболочечной кон-

струкции на устойчивость является график за-
висимости «нагрузка – прогиб», где критиче-
ской нагрузке соответствует момент разрыва 
кривой (переход на новое равновесное 

состояние). Для указанной ранее пологой обо-
лочки двоякой кривизны были получены следу-
ющие данные: при 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 (рис. 6), 𝑛 = 3 
(рис. 7). На рис. 8 показано их сравнение друг с 
другом. Значения критических нагрузок потери 
устойчивости показаны в таблице 3.

   
Рис. 6. Графики «нагрузка – прогиб» при 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2 
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Рис. 7. График «нагрузка – прогиб» при 𝑛 = 3 Рис. 8. Сравнение кривых при разных 𝑛 

Таблица 3  
Значения критических нагрузок потери устойчивости 

𝑛 = √𝑁 𝑞𝑐𝑟, МПа 

1 3.19 
2 2.86 
3 2.86 

 

Заключение 
Снижение времени на обработку информации 

более чем в 100 раз является экономическим обос-
нованием для разработки эффективных алгорит-

мов. В данной работе было предложено решение по 
снижению временных затрат при исследовании 
тонкостенных оболочечных конструкций. 

Предложенный алгоритм на основе примене-
ния словаря вычисленных интегралов, хэш-
функций и базы данных, реализованный в Py-
thon, может быть использован в задачах расчета 
тонкостенных оболочечных конструкций и 
дальнейших исследованиях. 
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