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Компьютерное моделирование тонкостенных оболочечных конструкций представляет собой сложный с вычислитель-
ной точки зрения процесс. Многие классические подходы к моделированию оболочек предполагают их последовательное 
нагружение, что усложняет изучение поведения конструкции в условиях потери устойчивости. Целью данной работы явля-
ется анализ и совершенствование производительности компьютерного моделирования оболочек при использовании ме-
тода продолжения по наилучшему параметру. В алгоритм был встроен механизм валидации, позволяющий получить более 
полное представление о потере устойчивости оболочки. Предложено также использование предварительной компиляции 
для сокращения длительности вычислений на этапе адаптивного выбора шага по длине дуги. Результаты вычислительного 
эксперимента показали, что разработанный алгоритм обеспечивает сокращение длительности вычислений примерно  
в 20 раз в сравнении с более распространенными методами моделирования. Точность моделирования при этом сохраняется. 
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Для изучения поведения тонкостенных оболо-
чечных конструкций (оболочек) под воздействием 
внешних сил зачастую используют компьютерное 
моделирование [1–2]. Оно позволяет определить 
напряженно-деформированное состояние (далее – 
НДС), а также рассчитать критическую нагрузку 
конструкций (то есть нагрузку, превышение кото-
рой приводит к потере устойчивости). 

Возможны разные подходы к компьютерному 
моделированию оболочек: аналитические методы 
[3], метод конечных элементов (далее – МКЭ) [4]; 
методы, основанные на расчете конечных разно-
стей [5]; метод Ритца [6–7] и другие [8–9]. Метод 
конечных элементов в целом является одним  
из наиболее распространенных в строительной от-
расли [10–11]. Вне зависимости от выбранного ме-
тода чаще всего вычислительный процесс сво-
дится к решению последовательности систем ли-
нейных (далее – СЛАУ) или нелинейных (далее – 
СНАУ) алгебраических уравнений, где каждая 

система описывает поведение конструкции при 
конкретном нагружении [1].  

Однако последовательное нагружение не позво-
ляет получить непрерывного решения в области по-
тери устойчивости. На рисунке 1 приведен пример 
диаграммы «нагрузка – прогиб» в центре срединной 
поверхности некоторой оболочки. Нагрузка около  
2,8 МПа является критической для этой конструкции. 
Можно заметить, что из такой диаграммы невоз-
можно определить нижнюю критическую нагрузку 
(то есть нагрузку, до которой нужно разгрузить кон-
струкцию для перехода в исходное состояние). 

Применительно к моделированию оболочек 
наиболее перспективным при решении данной 
проблемы является модифицированная версия 
метода продолжения по параметру [12], называе-
мая методом продолжения по наилучшему пара-
метру (даее – МППНП).  

Использование МППНП применительно к обо-
лочкам позволяет моделировать конструкцию 
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таким образом, что значения нагрузки или переме-
щения в ходе вычислений могут убывать или воз-
растать на участке потери устойчивости. Следует 
отметить, что на практике отдельные участки та-
кой кривой, например, нисходящий участок между 
верхней и нижней критическими нагрузками, не 
реализуются и носят исключительно математиче-
ский характер. Это помогает получить непрерыв-
ную кривую решения, а вычислительный процесс 
сделать наиболее устойчивым и однозначным.  

Несмотря на то, что метод продолжения реше-
ния с использованием длины дуги применялся  
для решения подобных задач и ранее, вопросы, свя-
занные с оценкой его производительности и про-
граммной реализацией, изучены не до конца. В боль-
шинстве известных работ рассматриваются лишь 
математические аспекты данного метода.

 

 
Рис. 1. Диаграмма «нагрузка – прогиб», полученная путем последовательного нагружения конструкции

 

Целью данной работы является анализ и совер-
шенствование производительности моделирова-
ния оболочек при использовании МППНП. В рамках 
данной цели были решены такие задачи, как де-
тальный анализ алгоритмического представления 
данного метода и разработка высокопроизводи-
тельных оптимизаций этого алгоритма. 

Для вычислительных экспериментов использо-
вался компьютер на базе ОС Windows 10 19041.388, 
процессора AMD Ryzen 9 3900X, 64 ГБ ОЗУ и графиче-
ского ускорителя Nvidia Geforce RTX 2070 Super.  
Для программной реализации – язык программиро-
вания Julia (версия интерпретатора 1.8.0). 

Математическое описание МППНП 
Рассмотрим реализацию МППНП для модели-

рования оболочек в соответствии с трудами  
А. А. Семенова [12–13]. Пусть функционал полной по-
тенциальной энергии деформации (далее – ФППЭД), 
преобразованный в функцию по методу Ритца, имеет 
следующий вид: 

( ), , , , , , , 1,..., ,sf sf kl kl kl xkl yklE E U V W q k l N=   =     (1) 

где , , , ,kl kl kl xkl yklU V W    – неизвестные аппрокси-

мационные коэффициенты, которые необходимо 
определить через МППНП; Ukl, Vkl, Wkl – коэффици-
енты, определяющие поперечные, продольные  
и вертикальные перемещения соответственно; 
xkl, ykl – коэффициенты, связанные с углами по-
ворота нормали в плоскости xOz и yOz соответ-
ственно; q – вещественный параметр, описываю-
щий прикладываемую к конструкции нагрузку,  

N –количество неизвестных аппроксимационных 
коэффициентов по каждой из пяти компонент 
НДС: U, V, W, x, y. 

Для нахождения минимума этого функционала 
приравняем его производные по аппроксимацион-
ным коэффициентам к нулю: 

0, 0, 0, 0, 0, , 1,...,
sf sf sf sf sf

kl kl kl xkl ykl

E E E E E
k l N

U V W

    
= = = = = =

    
. (2) 

Система (2) включает в себя 5N нелинейных 
уравнений. Представим данную систему в вектор-
ной форме: 

( ), 0,F X q =                                 (3) 

где F – вектор-функция, составленная из левых частей 
системы; X – вектор, составленный из неизвестных ме-
тода Ритца. Очевидно, что при q = 0 (ненагруженное 
состояние оболочки), ее перемещения и углы пово-
рота нормали равны нулю, то есть:  

( )0 0,0 0 0F X X=  = .                     (4) 

В МППНП в качестве наилучшего используется  
не параметр нагрузки q (как в методе последова-
тельных нагружений В. В. Петрова [14]), а длина 
дуги кривой множества решений. Параметр 
нагрузки q становится равноправным с осталь-
ными неизвестными и определяется на каждом 
итерационном шаге: 

( ) ( ), , , , , , , , 1,2,...
TT

kl kl kl xkl yklX X q U V W q k l N= =   = , (5) 

Параметр длины дуги  не входит явно в си-
стему уравнений (3) и связан с переменными за-
дачи следующим образом: 

(𝑑𝜆)2 = ∑ ∑ ((𝑑𝑈𝑘𝑙)2 + (𝑑𝑉𝑘𝑙)2 + (𝑑𝑊𝑘𝑙)2 + (𝑑𝛹𝑥𝑘𝑙)
2

+ (𝑑𝛹𝑦𝑘𝑙
)

2
)√𝑁

𝑙=1
√𝑁
𝑘=1 + (𝑑𝑞).

2.                   (6) 

Уравнение (6) описывает гиперсферу в N+1-
мерном пространстве решений. Радиусом гипер-
сферы является задаваемый шаг по длине дуги d. 

Дифференцируя (3) по параметру , считая, что 
переменные задачи зависят от него, получим си-
стему дифференциальных уравнений: 
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0
dX

J
d

=


,                                    (7) 

с начальным условием: 

( )0 00, 0X  =  = ,                         (8) 

где ( )F X
J

X


=


 – расширенная матрица Якоби, име-

ющая 5N строк и 5N + 1 столбцов. Процесс продол-
жения решения по наилучшему параметру на каж-
дом шаге сводится к решению задачи Коши: 

( )0

0

...
, 0

0

1

T

J
dX

XdX
d

d

 
 

 
 

 =  =  
   

    
 

.       (9) 

Система (9) нелинейна относительно dX
d

. Про-

ведем линеаризацию и перейдем к итерационному 
процессу по методу Эйлера: 

( )

( )
( )

1

0

...
,

0

1

k

T
k

k

J
dX

dX
d

d
−

 
 

 
 

  =  
   

    
 

      (10)

𝑋̃𝑘+1 = 𝑋̃𝑘 +

𝑑𝑋̃

𝑑𝜆
(𝜆𝑘)

||
𝑑𝑋̃

𝑑𝜆
(𝜆𝑘)||

⋅ 𝛥𝜆𝑘 , 𝜆𝑘+1 = 𝜆𝑘 + 𝛥𝜆𝑘 , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . 

 

Таким образом, моделирование конструкции 
сводится к последовательному решению СЛАУ от-

носительно приращений X . По сравнению с рас-
пространенным в литературе подходом, предпола-
гающим минимизацию квазиньютоновскими мето-
дами [15–16], решение последовательности СЛАУ 
занимает значительно меньше времени. 

В работе [12] отмечается, что основной сложно-
стью при реализации МППНП является выбор шага 
по длине дуги. Этот метод не позволяет зафиксиро-
вать какой-либо конкретный шаг по нагрузке, так 
как изменение нагрузки является неизвестным 
СЛАУ. При слишком большом шаге может про-
явиться неустойчивость метода Эйлера, а при слиш-
ком малом – будут выполняться лишние итерации. 

Для решения описанных трудностей в работе 
[13] приводится адаптивный алгоритм выбора 
шага по сетке. В данной работе предлагается моди-
фикация этого алгоритма, обладающая следую-
щими особенностями: 

1) выполнена параметризация алгоритма. Боль-
шая часть констант, которые в предыдущей вер-
сии алгоритма были зафиксированы, в текущей 
реализации являются параметрами вычислитель-
ного процесса; 

2) предусмотрены различные сценарии завер-
шения работы алгоритма как корректного (по пре-
вышении максимальной нагрузки и максималь-
ного прогиба), так и некорректного (по превыше-
нии максимально допустимого количества итера-
ций и потере устойчивости метода). Этот аспект 
алгоритма крайне важен при проведении серии 
вычислительных экспериментов с большим коли-
чеством моделируемых конструкций. Например,  
в работе [17] эта особенность используется  
для формирования обучающих данных нейросети; 

3) завершение работы по достижению требуе-
мого вертикального перемещения реализовано та-
ким образом, чтобы итоговый расчет включал  
в себя и верхнюю, и нижнюю критические нагрузки. 

Входные данные алгоритма (после знака ра-
венства указано значение по умолчанию): 

• Imax = 5000 – максимально допустимое количе-
ство итераций; 

• Wmax = 10 % толщины оболочки – макси-
мально возможное изменение максимального про-
гиба при переходе на следующую итерацию; 

• Wmax = 2000 % толщины оболочки – значение 
максимального прогиба, до которого необходимо 
продолжать вычисления; 

• sstart = 0,01 – начальный шаг по длине дуги; 
• max = 0,0177 рад или 1,01 – максимально допу-

стимый угол между двумя векторами-решениями; 
• min = 0,0094 рад или 0,54 – минимально допу-

стимый угол между двумя векторами решениями; 
• Sm = 10 – параметр уменьшения шага по длине 

дуги; 
• Sp = 1,5 – параметр увеличения шага по длине 

дуги; 
• 

maxq  – максимальное рассматриваемое значе-

ние нагрузки. 
Предлагаемый алгоритм реализации МППНП 

имеет следующий вид: 
1. Задать шаг по длине дуги s = sstart. 
2. Определить максимальную обнаруженную 

нагрузку qlast = 0 и соответствующий максимальный 
прогиб Wlast = 0. 

3. В качестве решения для МППНП на нулевом 
шаге принять 

0 0X = . 

4. Вычислить X1 в соответствии с (10). 
Далее начинается итерационный процесс  

для i-й итерации. 
5. Если I > Imax, завершить выполнение. 
6. Вычислить Xi по формуле (10). 
7. Если нагрузка для полученного решения 

оказалась меньше 1,0 МПа, то это означает, что ре-
шение потеряло устойчивость и следует завер-
шить выполнение с ошибкой. 

8. Если i  2, то необходимо вернуться к шагу 6. 
9. Вычислить угол  между векторами Xi, Xi-1. 
10. Если  > max, то текущий шаг по длине дуги 

слишком велик, требуется: 
а) обновить шаг по длине дуги: 

ms s S =   ; 

б) отбросить последние два решения, то есть 
вернуться к решению с индексом i–2. 

11. Определить максимальные перемещения 
срединной поверхности оболочки при Xi, Xi–1. Опре-
делить разность W между ними. 
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12. Если 
maxW W   , то необходимо: 

а) рассчитать новый шаг по формуле 

max

2

s W
s

W

 
 =


; 

б) отбросить последние два решения, то есть 
вернуться к решению с индексом i–2. 

13. Если 
min   , то переопределить шаг: 

ps s S =  . 

14. Если q  qlast, где q – значение нагрузки теку-
щего решения 

iX : 

а) обновить значение переменной: qlast = q;  
б) обновить значение переменной: Wlast = Wcur,  

где Wcur – максимальный вертикальный прогиб  
на текущей итерации F. 

15. Если 
maxlastW W , то завершить вычисления. 

16. Если 
maxlastq q , то завершить вычисления. 

17. Перейти к итерации I + 1 и вернуться  
на шаг 5. 

Предложенная модификация алгоритма позво-
ляет при обнаружении потери устойчивости выпол-
нять моделирование до тех пор, пока не будет выпол-
нен переход в новое равновесное состояние (пункт 
алгоритма 14), что позволяет получать более инфор-
мативные расчеты. На рисунке 2 приведены резуль-
таты моделирования некоторой конструкции без 
учета пункта 14 (слева) и с его учетом (справа), в ка-
честве максимального значения вертикального про-
гиба использовано значение 0.2 МПа.

 

 
Рис. 2. Диаграмма «нагрузка – максимальный прогиб»  

без использования специального условия завершения (слева) и с его использованием (справа)
 

Из вышеописанного следует, что решение без 
использования специальной проверки в некото-
ром смысле не завершено. По нему можно опреде-
лить верхнее значение критической нагрузки, но 
нельзя узнать нижнее. С помощью предложенного 
алгоритма можно установить нижнее значение 
критической нагрузки, а также состояние обо-
лочки после «схлопывания», но при этом не требу-
ется вручная корректировка максимального коли-
чества итераций или максимального прогиба. 

Важной особенностью приведенного алгоритма 
является то, что на каждой итерации происходит 
определение максимального вертикального про-
гиба. Это позволяет завершить работу по достиже-
нии требуемого прогиба, а также выполнять адапта-
цию шага по длине дуги (см. пункт алгоритма 12 a). 
Однако для определения максимального значения 
необходимо выполнить дискретизацию срединной 
поверхности оболочки некоторой сеткой и вычис-
лить компоненты НДС в различных ее точках. С уче-
том того, что эта процедура выполняется на каждой 
из нескольких тысяч итераций алгоритма, она должна 
быть высокопроизводительной. 

В рамках данной работы были рассмотрены 
различные подходы к вычислению значений вер-
тикальных перемещений при реализации МППНП. 
Наиболее эффективным среди них оказался подход, 
заключающийся в предварительной компиляции 
функции, которая описывает вертикальный про-
гиб. Он позволяет максимально эффективно рас-
считывать значения вертикального прогиба по по-
верхности оболочки и существенно сокращает об-
щую длительность вычислений.  

Для оценки производительности вычислений  
с использованием приведенного выше алгоритма, 
рассмотрим оболочку двоякой кривизны с линей-
ными размерами a = b = 5,4 м, радиусами кривизны 
R1 = R2 = 20,25 м, толщиной h = 0,09 м. Оболочка из-
готовлена из стали, модуль упругости E = 2.1e5 МПа, 
коэффициент Пуассона µ = 0,3, модуль сдвига  
G = 8.08e4 МПа. При ее моделировании использова-
лась равномерно распределенная нормальная к по-
верхности нагрузка. Диапазон значений приклады-
ваемой нагрузки – от 0,0 до 4,0 МПа. Расчет выпол-
нялся по методу Ритца, минимизация в первом слу-
чае осуществлялась через метод LBFGS [16], во вто-
ром – по предложенному алгоритму. 

Данные о длительности построения решений 
приведены в таблице, в которой используются сле-
дующие обозначения: 

• N – количество аппроксимационных слагаемых; 
• К – количество слагаемых функционала; 
• О – длительность минимизации по методу 

LBFGS, мс; 
• О2 – длительность минимизации с использо-

ванием МППНП, мс. 
По сравнению с минимизационным подходом, 

предложенный алгоритм выполняет вычисления 
примерно в 20 раз быстрее. На рисунке 3 приведены 
диаграммы «нагрузка – максимальный прогиб» для 
результатов расчета при N = 16 с использованием 
минимизационного подхода и МППНП. Как можно 
увидеть, МППНП позволяет получить более подроб-
ное представление о процессе деформирования 
конструкции при потере устойчивости, но сохране-
нии точности моделирования
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Таблица 1 
Оценка длительности вычислений с использованием МППНП 

N 1 4 9 16 25 
К 34 1350 19193 146081 755530 
О 0,201 0,498 2,998 49,651 403,617 
О2 0,104 0,137 0,209 2,592 20,058 

 
Рис. 3. Сравнение результатов моделирования с использованием LBFGS и МППНП

 

Заключение 
Разработана оригинальная модификация ал-

горитма моделирования тонкостенных оболочек 
по методу МППНП. В рамках этой модификации 
предложена оптимизация алгоритма, связанная  
с предварительной компиляцией аппроксимаци-
онных функций в ходе адаптивного выбора шага. 
Проведен анализ производительности, который 

показал, что в сравнении с классическим подхо-
дом, заключающимся в последовательном нагру-
жении конструкции и применении методов много-
мерной оптимизации, МППНП позволяет сокра-
тить длительность вычислений примерно в 20 раз. 
При этом результаты моделирования оказыва-
ются более информативными, чем при использо-
вании классических подходов.
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В статье рассмотрены методы для оценки ресурсов газовых месторождений, выявлены их преимущества и недостатки. Пока-
зано, что при оценке ресурсов месторождения имеют место геологические риски. При их анализе необходимо учитывать основные 
элементы управления залеганием углеводородов. Представлено описание метода геологической аналогии, в котором  
на практике используются коэффициенты масштабирования других методов и компьютерные имитации. Преимуществом 
использования объемных методов при оценке залежей является их хорошая привязка к наиболее важным аспектам геоло-
гии. Для прогнозирования объемов залежей возможно использовать методы экстраполяции. Сделан вывод, что в методе для 
оценки залежей газа должна быть заложена некоторая мера риска. Для оценки объема газовых месторождений необходимо 
использовать методы, основанные на интегрированной системе моделей материального баланса, позволяющие учитывать 
и корректировать дополнительную априорную информацию о начальных извлекаемых запасах. 

Ключевые слова: углеводороды, газ, месторождение, оценка, прогноз, методы, компьютерное моделирование, эксперт-
ные оценки. 
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Methods for assessing the resources of gas fields are considered, their advantages and disadvantages are revealed. It is shown that 
geological risks take place when assessing the resources of the deposit. When analyzing geological risks, it is necessary to take into 
account the basic elements of hydrocarbon occurrence management. A description of the method of geological analogy is presented, 
in which scaling coefficients of other methods and computer simulations are used in practice. It is shown that the advantage of using 
volumetric methods in the assessment of deposits is its good binding to the most important aspects of geology. It is possible to use 
extrapolation methods to predict the volume of deposits. It is concluded that some measure of risk should be included in the method 
for assessing gas deposits. It is shown that in order to estimate the volume of gas deposits, it is necessary to use methods based on an 
integrated system of material balance models that allow taking into account and correcting additional a priori information about the 
initial recoverable reserves. 

Keywords: hydrocarbons, gas, field, assessment, forecast, methods, computer modeling, expert assessments.
 

Несмотря на последние события в политике  
и экономике, добыча и продажа углеводородного 

сырья по-прежнему остается ключевым источни-
ком дохода российского бюджета. Многие газовые 


