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Промышленное и гражданское строительство 
входит в группу ключевых направлений экономиче-
ского развития государства. На современном этапе 
реализации Стратегия развития строительной от-
расли и жилищно-коммунального хозяйства Россий-
ской Федерации на период до 2030 года возникает 
необходимость управления уникальными инноваци-
онными проектами [1–7] и производственными си-
стемами с использованием высокотехнологичного 
оборудования [8–17], включающего контрольно-из-
мерительные приборы (далее – КИП) и средства из-
мерений (далее – СИ), подлежащие метрологиче-
скому обслуживанию [18, 19].  

В силу уникальности указанных выше задач 
оказывается недостаточно статистического мате-
риала для построения достоверных статистиче-
ских оценок и прогнозов. На практике часто прихо-
дится работать в условиях ограниченного объема 
информации [20–25].  

Проблема построения статистических оценок в 
условиях малых выборок является актуальной для 
многих областей деятельности, и, в частности, для 
строительной отрасли. Так, например, при проведе-
нии строительной экспертизы в экстремальных усло-
виях или при проведении испытаний высокотехноло-
гичных образцов строительных материалов, не имею-
щих аналогов, приходится принимать решение на ос-
нове той информации, которая имеется в наличии.  

Поэтому задача построения статистических 
оценок функции распределения и статистических 
моментов определяющего параметра (далее – ОП) 
СИ в условиях малых выборок является актуаль-
ной задачей. Отметим, что под ОП СИ будем пони-
мать такой параметр, на основании которого при-
нимается решение о возможности продолжения 
дальнейшей эксплуатации СИ [18–19]. 

Объектом исследования являются методы по-
строения статистических оценок [20–26].  

Предметом исследования являются методы по-
строения статистических оценок в условиях малых 
выборок [20–25]. 

Целью исследования является построение при-
годных для практического использования стати-
стических оценок в условиях малых выборок на 
примере построения оценок ОП СИ.  

Для решения поставленной задачи будем ана-
лизировать и использовать методы, основанные 
на индивидуальном учете каждой реализации ма-
лой выборки: метод прямоугольных вкладов (да-
лее – МПВ), метод δ – образных  вкладов (далее – 
МДВ) [24], расчетно-экспериментальный метод 
[20–23, 25], а также метод статистического моде-
лирования (далее – МСМ) [26]. 

Общие характеристики применяемых методов 
Основное назначение МПВ и МДВ – построение 

оценок функции распределения по малой выборке и 
построение эффективных оценок статистических 
моментов с использованием построенной оценочной 
функции распределения. Основное назначение ме-
тода статистического моделирования – построение 
статистической априорно-эмпирической функции 

распределения по малой выборке и построение эф-
фективных оценок статистических моментов с ис-
пользованием этой функции распределения. 

Понятие малой выборки 
Выборку будем считать малой, если она содержит 

количество информации, недостаточное для получе-
ния требуемой величины доверительного интервала 

x∆ с заданной достоверностью β . Для указанных 
величин справедлив принцип, аналогичный прин-
ципу Гейзенберга в квантовой механике: чем точнее 
статистическая оценка (чем меньше размах довери-
тельного интервала), тем ниже ее достоверность.  

Традиционный (классический) метод постро-
ения оценки функции распределения 

Пусть задана малая выборка:   
Ni xxxx ,..,,,,, 21 .                                 (1) 

Сформируем статистический вариационный 
ряд (расположим реализации выборки (1) в по-
рядке возрастания): 
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N
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NN xxxx .                    (2) 

Тогда оценка )(* xF  функции распределения 
)(xF  имеет вид: 
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где i  – порядковый номер реализации ix  в вариа-
ционном ряду (2). 

МПВ и МДВ [24] направлен на построение 
оценки плотности распределения )(* xf . Эти ме-
тоды основаны на: 

• использовании дополнительной, кроме са-
мой выборки (2), априорной информации о слу-
чайной величине X ; 

• индивидуальном подходе к каждой отдель-
ной реализации ix выборки; 

• равномерном «размазывании» информации, 
полученной от отдельной реализации выборки, на 
конечном интервале длиной ρ . 

В качестве дополнительной априорной инфор-
мации предполагается знание интервала [a, b] из-
менения случайной величины ОП. Примем равно-
мерное распределение (рис. 1,а): 

ibxax
bxaab

xf
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≤≤−

=
,,0

,)/(1
)(0

 .               4) 

Функцию )(0 xf  будем называть априорной 
плотностью распределения. Появление реализа-
ций случайной величины (выборки) дает возмож-
ность уточнить априорную оценку.  

Каждой отдельной реализации ix  приписыва-
ется элементарная равномерная плотность или 
функция вклада [24]: 
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где ρ – ширина функции вклада. 
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Рис. 1. Иллюстрация к методу прямоугольных вкладов 

Функция вклада задается симметрично относи-
тельно точки ixx =  (рис. 5, б), что является «раз-
мазыванием» информации о случайной величине, 
полученной от этой реализации. 

Для вычисления плотности распределения 
)(* xf N  выберем некоторое значение ρ  и предста-

вим функцию вклада в виде:  
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Используя нормировку 
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представим )(* xf N  в виде: 

∑
=

⋅=
N

i
iiN xCxf

1

* ),()()( ρψµρ ,                     (6) 

где Ni /1=µ . Просуммировав с равными весами 
априорную плотность (4) и вклады (6), получим 
оценку плотности: 

( ))()(
1

1)( *
0

* xfxf
N

xf N+
+

= .                 (7) 

При построении оценки плотности c помощью 
МПВ по выражению (7) для вкладов, выходящих за 
одну из границ интервала ],[ ba , нужно отбрасы-
вать части, выходящие за эти границы; над остав-
шейся частью вклада, лежащей внутри интервала 

],[ ba , как над основанием, следует равномерно 
надстраивать прямоугольник, площадь которого 
равна отброшенной. Для вкладов от разных эле-
ментов выборки, которые накладываются друг на 
друга, нужно отбрасывать одно из наложений;  
и над оставшейся частью вклада (или двух вкла-
дов) надстраивать прямоугольник, площадь кото-
рого равна площади наложения. 

Функцию )(* xf  (7) будем называть априорно-
эмпирическим распределением. 

Расхождение между истинной функцией рас-
пределения )(xF  и ее оценкой )(* xF  будем изме-
рять метрикой Колмогорова [26]: 

)()(max * xFxFD
xm −= .                        (8) 

Отметим, что функция (7) зависит от ширины 
вклада ρ . В [24] показано, что для каждого вида 
распределения (нормального, экспоненциального 
и Вейбулла) существует свое оптимальное, завися-
щее от N значение условной ширины вклада 

)(Nmρ  и доли априорной информации )(0 Nmα , 
обеспечивающее условие (8).  

Оптимальная оценка плотности распределения 
для перечисленных выше законов распределения 
для МДВ имеет следующий вид: 
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Оптимальные значения  )(Nmρ  и )(0 Nmα  при-
ведены в таблицах [24]. Так, например, для нор-
мального закона распределения для 3=N  имеем: 

225,0=mρ  и 175,00 =mα . 
Результаты расчетов 
Пусть в результате измерения ОП СИ получены 

следующие значения: 0,61 =x ; 6,62 =x ; 4,63 =x . 
Требуется оценить эмпирическую и полную плот-
ность распределения и построить статистические 
оценки данной выборки. 

Применим МПВ. Примем: 3/1/1 == Niµ , 3,0=ρ   

и 
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Используя формулы (5)–(6): 67,1)( ≈ρС , 
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Теперь предположим, что имеются априорные све-
дения об интервале возможного изменения случайной 
величины: [5,0; 7,2]. Вычислим полную оценку )(* xf . 

Примем, что 3/1/1 ==µ N , 4/1)1/(10 =+= Nα , 
44,0)(2,0 =−=ρ ab . 

Априорным данным этой задачи адекватна 
плотность: 45,0)/(1)(0 ≈−= abxf  при 2,75 ≤≤ x . 
Для построения )(* xf  вычислим амплитуду  
по формуле: 
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Эмпирическая плотность распределения и полная 
оценка плотности распределения принимают вид: 
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Полная оценка )(* xf , построенная с помощью 
МПВ и МДВ, изображена на рис. 2а) и 2б) соответ-
ственно. 
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Рис. 2. Полная оценка плотности распределения: для МПВ – а); для МДВ – б) 

 
Построим теперь оценки на основе МСМ [26]. 

Для плотности )(* xf  строилась функция распре-
деления  )(* xF  – (статистическая априорно-эмпи-
рическая функции распределения) и обратная  
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Производилось статистическое моделирование: 
N = 10 000, )1,0()52,7(5 RNDy ⋅−+= , где )1,0(RND  – 
случайная величина, равномерно распределенная 
на [0, 1]. Построенная гистограмма изображена на 
рисунке 3а.

 
Рис. 3. Гистограмма, построенная на основе статистического моделирования: 

 для МПВ при N = 10000 – а); оценка функции распределения и границы доверительной области – б) 
 

По гистограмме видно, что, в целом, распреде-
ление имеет вид, близкий к нормальному распре-
делению и визуально согласуется с функцией, 
изображенной на рисунке 2б.  

Оценка функции распределения )(* xF  пред-
ставлена на рисунке 3б. Пунктирной линией 

изображены верхняя *
ВF  и нижняя *

НF  границы 
доверительной области. 

Видно, что размах доверительной области до-
статочно большой. В таблице 2 представлены ре-
зультаты построения точечных и интервальных 
оценок среднего значения x~ и дисперсии D~ ,  по-
строенные разными методами. 

Таблица 2 
Результаты построения точечных и интервальных оценок разными методами 

Вид статистической оценки 𝑥𝑥� 𝐷𝐷� 
МСМ 

Точечная оценка 6,412 0,167 
Доверительный интервал Р = 0,95 (5,779;6,860) (0,051;0,699) 

МПВ/МДВ 
Точечная оценка 6,26 0,313 
Доверительный интервал при Р = 0,95 (5,65;7,08) (0,082;0,662) 

Результаты оптимальной оценки для нормального распределения 
Точечная оценка 6,19 0,29 
Доверительный интервал Р = 0,95 (5,44;6,87) (0,077;0,724) 

Видно, что при доверительной вероятности 
P=0,95 МПВ является наиболее эффективным при 
построении доверительного интервала для дис-
персии; МСМ является наиболее эффективным для 
интервальной оценки среднего значения.   

Отметим, что при построении статистических 
моментов с помощью МСМ производилось инте-
грирование функции )(* xf , умноженной на x  и 2x  
соответственно.  
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Заключение 
Представленные методы и результаты пока-

зали, что за счет комплексного применения МПВ, 
МДВ и МСМ даже для сверхмалых выборок воз-
можно построение статистических оценок ОП СИ, 
пригодных для практического использования.  

Представленный комплекс методов целесооб-
разно применять многократно. С появлением новых 
реализаций (увеличением размерности выборки) 
целесообразно строить новые оценки, которые, как 

правило, оказываются более эффективными (досто-
верными). При дальнейшем увеличении размерно-
сти выборки становится возможным последующее 
повышение достоверности на основе применения 
стандартных методов математической статистики.  

Разработанные и реализованные в среде Matlab 
методы могут быть использованы для построения 
статистических оценок при решении многих дру-
гих практических задач, таких как прогнозирова-
ния, планирования, логистики.
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