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В статье рассматривается разработанная авторами методика учета идеальных шарнирных соединений конеч-

ных элементов стержневых и пластинчатых систем при расчете по методу конечных элементов (в форме класси-
ческого смешанного метода). Постановка шарнирных соединений производится путем удаления элементов из 
матрицы откликов системы конечных элементов, физический смысл которых соответствует изгибающему мо-
менту по направлению работы шарнира, что означает исключение соответствующих им неизвестных из системы 
разрешающих уравнений. Рассмотрены примеры расчета систем, состоящих из пластинчатых и стержневых ко-
нечных элементов с постановкой идеальных шарнирных соединений в их узлах. Сделаны выводы о возможно-
стях автоматизации процесса постановки шарниров при разработке программного комплекса, реализующего ме-
тод конечных элементов в форме классического смешанного метода. 

Ключевые слова: строительная механика, конечный элемент, стержневая система, пластинка, стрежень, 
классический смешанный метод, шарнирное соединение, матрица откликов, система разрешающих уравнений. 
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The article considers the methodology developed by the authors for taking into account ideal hinge joints of finite 

elements of rod and plate systems when calculating them using the finite element method in the form of a classical mixed 
method. The articulation of joints is performed by removing elements from the response matrix of the finite element 
system, the physical meaning of which corresponds to the bending moment in the direction of the hinge, which means 
the exclusion of the corresponding unknowns from the system of resolving equations. Examples of calculation of systems 
consisting of plate and rod finite elements with the setting of ideal hinge joints in their nodes are considered. Conclusions 
are drawn about the possibilities of automating the hinge installation process in the development of a software package 
implementing the finite element method in the form of a classical mixed method. 
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В современной строительной механике наибо-
лее активно разрабатываемым является метод ко-
нечных элементов (МКЭ) в смешанной форме, 
альтернативный методу в перемещениях. Над 
ним работают несколько научных групп как в 
России, так и за рубежом. В трудах ученых из 
Томского государственного архитектурно-строи-
тельного университета [1–3] представлен ряд раз-
работанных ими специализированных конечных 
элементов, основанных на смешанной форме 
МКЭ и предназначенных для решения конкрет-
ных прикладных задач, таких как расчет усиле-
ния плоских стальных рам, стальных стропиль-
ных систем и определения прогибов в деревян-
ных балках при учете длительного загружения. В 
работах исследователей Волгоградского государ-
ственного аграрного университета [4, 5] разраба-
тываются также специализированные конечные 
элементы, в том числе КЭ, в которых учитыва-
ется их физически нелинейное деформирование и 
нелинейность работы материала.   

На метод конечных элементов в смешанной 
форме ссылаются и ученые в области строитель-
ной механики более широкого профиля. Положи-
тельно оценивается его применимость к решению 
задач динамики [6], учета реальных упругоподат-
ливых свойств основания [7, 8], генетической не-
линейности (поэтапного возведения конструк-
ции) [9], контактного взаимодействия [10]. Таким 
образом, большое количество ученых, являю-
щихся специалистами в своей области, отмечают 
преимущества метода конечных элементов в сме-
шанной форме в различных областях строитель-
ной механики.  

Несмотря на активный интерес к методу ко-
нечных элементов в смешанной форме со сто-
роны научного сообщества как к методу решения 
специализированных задач, на сегодняшний день 
не так много работ посвящено специфике его ал-
горитмизации и построению прототипов расчет-
ных комплексов, позволяющих оценить его эф-
фективность применительно к задачам с боль-
шим числом неизвестных. Именно это могло бы 
определить практическую ценность разрабатыва-
емого метода и позволило бы ввести его в повсе-
дневное использование инженерными работни-
ками применительно к решению реальных прак-
тических задач н только статического расчета 
конструкций, но и более широкого круга [11, 12].  

Данная статья посвящена решению задачи по-
становки идеальных шарниров в стержневые си-
стемы и пластины при их расчете по методу ко-
нечных элементов в форме классического сме-
шанного метода (КСМ МКЭ) [13].  

В рамках КСМ МКЭ уже существует развер-
нутая номенклатура базовых конечных элемен-

тов. На рисунке 1 показаны элементы, использу-
емые в этой работе – конечный элемент-стержень 
и прямоугольный конечный элемент-пластина, 
работающая на изгиб. Разработке указанных эле-
ментов посвящены труды отечественных и зару-
бежных ученых [14–17]. 

Опишем предлагаемый нами механизм поста-
новки шарнира подробно с помощью стержне-
вого конечного элемента, изображенного на ри-
сунке 1, а, и конечного элемента пластины, рабо-
тающей на изгиб, изображенного на рисунке 1, б. 

 В общем виде стержневой конечный элемент 
обладает девятью степенями свободы: шесть не-
известных перемещений (по три в узлах, включая 
угол поворота) и три неизвестных усилия: 𝑞𝑞�7, 𝑞𝑞�8 – 
изгибающие моменты на концах конечного эле-
мента и 𝑞𝑞�9 – продольное усилие в конечном эле-
менте. В свою очередь, конечный элемент пла-
стинки, работающей на изгиб, обладает 12 степе-
нями свободы – в каждом узле по одному неиз-
вестному перемещению 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3, 𝑞𝑞4 и по два не-
известных изгибающих момента, действующих в 
перпендикулярных плоскостях 𝑞𝑞�5– 𝑞𝑞�12. 

Таким образом, оба рассматриваемых нами в 
работе конечных элемента обладают важной от-
личительной особенностью – удалением в узлах 
конечно-элементной сетки внутренней связи и 
заменой ее моментной неизвестной (𝑞𝑞�7, 𝑞𝑞�8 – для 
стержневого конечного элемента и 𝑞𝑞�5– 𝑞𝑞�12 – для 
конечного элемента пластины соответственно). 

Именно эта особенность и позволяет исполь-
зовать механизм постановки шарнирной опоры, 
предлагаемый в данной статье. Постановка шар-
нира получается путем удаления из матрицы от-
кликов системы элементов, физический смысл 
которых соответствует изгибающему моменту по 
направлению работы шарнира. Таким образом, 
установка шарниров для основной системы сме-
шанного метода при условии использования спе-
циальных конечных элементов будет произво-
диться с помощью механизмов, аналогичных тем, 
которые моделируют граничные условия. 

Приведем примеры постановки идеальных 
шарнирных связей с помощью описанного выше 
метода к расчету систем, составленных из конеч-
ных элементов различных типов. В примере 1 
рассмотрена система с небольшим количеством 
неизвестных. Это сделано для подробного описа-
ния системы разрешающих уравнений и меха-
низма постановки шарниров в ней. В примере 2 
представлена система с большим количеством 
неизвестных. В обоих примерах выполнено срав-
нение результатов расчета с аналитическим ре-
шением.
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Рис. 1. (а) Конечный элемент-стержень смешанного метода;  
(б) Конечный элемент-пластина, работающая на изгиб 
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Пример 1 
Постановка задачи. Необходимо выполнить 

расчет г-образной рамы, приведенной на рисунке 
2, которая представлена рамными конечными 
элементами с девятью неизвестными (рис. 1, а), 
на действие постоянной нагрузки при различных 
видах граничных условий. 

Исходные данные: 
L = H = 2м;  EA = 200 кН;  

E I= 16670кН ⋅ м2;𝑀𝑀 = 20кН ⋅ м. 
Основная система метода конечных элемен-

тов в форме классического смешанного метода 
приведена на рисунке 2, б. При построении ос-
новной системы использован рамный конечный 
элемент, приведенный ранее в этой статье на ри-
сунке 1, а. Запишем разрешающие уравнения 
смешанного метода: 
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Рис. 2. а – пример 1. Расчетная схема; б – пример 1. Основная система смешанного метода 

Рассмотрим аналогичную г-образную раму с 
шарниром в точки соединения горизонтального и 
вертикального стержней. Разрешающие уравне-
ния смешанного метода системы для такой рамы, 
согласно предлагаемому нами механизму, будут 
получаться из указанных выше уравнений путем 

удаления строки и столбца, номер которых соот-
ветствует номеру изгибающего момента по 
направлению работы шарнира (в данной задаче 
это 𝑞𝑞6, строки и столбцы перечеркнуты).   

Произведем сравнение результатов расчета 
по предлагаемой нами методике с результатами 
аналитического расчета в таблице 1.

  

8 
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Таблица 1 
Пример 1. Результаты расчета 

 q1, мм q2, мм q4, кН q8, кНм q9, кНм 
МКЭ в форме КСМ 2,362 0 –0,236 20 19,528 

Аналитическое решение 2,362 0 –0,236 20 19,528 
Расхождение, % 0 0 0 0 0 

Таким образом, для системы с маленьким ко-
личеством неизвестных решение получается точ-
ным относительно аналитического. Рассмотрим 
пример с большим числом неизвестных. 

Пример 2. 
Постановка задачи. Необходимо выполнить 

расчет квадратной тонкой изгибаемой пластинки, 
представленной ансамблем прямоугольных ко-
неч-ных элементов с тремя неизвестными (Mx, 

My, w) в каждом узле, на действие постоянной 
нагрузки при различных видах граничных усло-
вий. Конечный элемент приведен на рисунке 1, б. 

Исходные данные: 
a = b = 1 м;  h = 0,01 м; 

𝜇𝜇𝑥𝑥 = 𝜇𝜇𝑦𝑦 = 0,3;  E = 1,092 ⋅ 107т/м2;  q = 1 т/м2. 
 

 
Таблица 2 

Пример 2. Результаты расчета 
 wmax, мм Mx(a/2; b/2), кН∙м My(a/2; b/2), кН∙м 

МКЭ в форме КСМ 4,073 0,476 0,476 
Аналитическое решение 4,060 0,479 0,479 

Расхождение, % 0,3 0,6 0,6 

Произведем разбиение предлагаемой пла-
стинки с сеткой конечных элементов 16 × 16 и 
произведем расчет. В связи с особенностями по-
становки задачи расчета пластины исключение 
неизвестных производится не только исходя из 

граничных условий, но также из условия работы 
конечного элемента из плоскости изгиба.  
Таким образом, для конечных элементов, ориен-
тированных по грани y = 0, необходимо исклю-
чить все My.

  

 
 Рис. 3. Пример 2. Расчетная схема пластинки  
 
Расхождение с аналитическим решением для 

системы с большим количеством неизвестных 
элементов по перемещениям и моментам, возни-
кающим в пластинке, получилось равным менее 
чем 1 %, что позволяет говорить о высокой точ-
ности предлагаемого решения. 

Заключение 
В статье авторами предлагается механизм мо-

делирования шарнирного соединения в расчет-
ных схемах смешанного метода. Постановка шар-
нирных соединений производится путем удале-
ния из матрицы откликов системы конечных эле-

ментов, физический смысл которых соответ-
ствует изгибающему моменту по направлению 
работы шарнира, что означает исключение соот-
ветствующих им неизвестных из системы разре-
шающих уравнений. Предлагаемый механизм ос-
новывается на особенностях разработанных ко-
нечных элементах, включающих моментные 
связи в узлах, в которых и предполагается уста-
новка шарниров. Такой подход поз-волит упро-
стить процесс алгоритмизации процесса построе-
ния расчетной схемы за счет того, что шаг уста-
новки шарниров будет производиться как часть 
шага установки опор. 
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В то же время полученный авторами результат 
может применяться и при физически нелинейном 
расчете стержневых систем на предельное  
состояние. 

В дальнейших исследованиях планируется 
включение предлагаемых подходов в разрабаты-
ваемый прототип программного комплекса рас-
чета стержневых и пластинчатых систем с помо-

щью метода конечных элементов в форме класси-
ческого смешанного метода. Планируется также 
разработка механизма установки упругоподатли-
вого шарнира в узлы конечно-элементной сетки. 

 
Исследование выполнено за счет средств про-

граммы развития ВолгГТУ «Приоритет – 2030», 
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Цель исследования – определение возможности удаления с поверхности минеральных компонентов 

бетонной смеси жестко сцементированных с ней частиц глины путем предварительной химической обра-
ботки раствором гидроокиси аммония. Научная новизна заключается в том, что впервые рассматривается 
и проверяется гипотеза о принципиальной возможности существования упомянутого способа обработки. 
Предварительная обработка поверхности минеральных компонентов бетонной смеси – одно из актуаль-
ных направлений повышения качества бетона. В исследовании используются методы и приемы иннова-
ционного консалтинга. Доказана принципиальная возможность и эффективность предложенного способа 
химической обработки. В результате проведенного исследования средняя прочность образцов бетона на 
сжатие увеличилась на 187 %. 

Ключевые слова: бетонная смесь, щебень, частицы глины, химическая обработка, гидроокись аммония, 
аммиак, гидроокись алюминия, повторная мойка.     

  
CHEMICAL TREATMENT OF THE MINERAL COMPONENTS OF THE CONCRETE MIX 

 
B. B. Utegenov, R. I. Shayakhmedov 

 
Utegenov Bakhitzhan Bakhitkaliyevich, Senior Lecturer of Industrial and Civil Engineering Department, As-
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Shayakhmedov Rastam Irfagilyevich, Candidate of Economic Sciences, Associate Professor of Real  
Estate Expertise, Operation and Management Department, Astrakhan State University of Architecture and Civil 
Engineering, Astrakhan, Taishcheva St., 18; e-mail: rastams@mail.ru 

 
The purpose of the study is to determine the possibility of removing clay particles rigidly cemented with it from the surface 

of the mineral components of the concrete mixture by preliminary chemical treatment with a solution of ammonium hydrox-
ide. The scientific novelty lies in the fact that for the first time the hypothesis of the principal possibility of the existence of the 
mentioned processing method is being considered and tested. Pretreatment of the surface of the mineral components of the 
concrete mix is one of the most relevant areas for improving the quality of concrete. The research uses methods and tech-
niques of innovative consulting. The principal possibility and effectiveness of the proposed method of chemical treatment is 
proved. As a result of the study, the average compressive strength of concrete samples increased by 187 %. 

Keywords: concrete mix, clay particles, rubble, chemical treatment, ammonium hydroxide, ammonia, aluminum hydroxide, 
repeated washing. 

 
Предварительное мытье щебня и песка, в том 

числе раствором поверхностно-активных ве-
ществ, – одно из направлений [1, 2] повышения ка-
чества бетонной смеси (БС) и получаемого из нее 

бетона. При этом мытье песка может осуществ-
ляться непосредственно в аппарате вихревого 
смешения [3], что резко увеличивает эффектив-
ность данного процесса.  
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