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Построение матриц жесткости для элементов стержневой системы представляет собой элементарную 

задачу, когда не учитывается явление продольно-поперечного изгиба и рассматривается лишь статиче-
ское нагружение системы, не связанной с упругим основанием. Задача резко усложняется при деформа-
ционном расчете системы, связанной с упругим основанием под действием динамических нагрузок. Дан-
ная работа посвящена разработке методики построения матриц жесткости с использованием дифферен-
циальных уравнений изогнутой оси стержня при различных статических и кинематических граничных 
условиях. 
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Construction of stiffness matrices for elements of a rod system is an elementary task when the phenomenon 

of longitudinal-transverse bending is not taken into account and only static loading of a system not connected to 
an elastic foundation is considered. The task becomes much more complicated during deformation calculation of 
a system connected to an elastic foundation under dynamic loads. This work is devoted to the development of a 
method for constructing stiffness matrices using differential equations of the bent axis of a rod under various 
static and kinematic boundary conditions. 
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Введение  
Рассмотрим произвольную плоскую стерж-

невую систему, находящуюся под воздей-
ствием узловых статических или динамиче-
ских (меняющихся по гармоническому за-
кону) нагрузок. Ее элементы могут быть свя-
заны с упругим винклеровским основанием. 

Расчет такой системы будем вести методом 
конечных элементов в форме перемещений с 
учетом продольно-поперечного изгиба (де-
формационный расчет).  

Построение матриц жесткости (МЖ) для 
элементов (стержней) такой системы пред-
ставляет собой тривиальную задачу, когда не 
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учитывается явление продольно-поперечного 
изгиба и рассматривается лишь статическое 
нагружение системы, не связанной с упругим 
основанием. Как известно [3], МЖ в таком слу-
чае может быть построена либо исходя из об-
щих матричных уравнений строительной ме-
ханики, либо путем задания поля перемеще-
ний в виде кубического многочлена [4], либо, 
наконец, сформирована из табличных значе-
ний единичных реакций традиционного ме-
тода перемещений. Задача резко усложняется 
при деформационном расчете системы, свя-
занной с упругим основанием, под действием 
динамических нагрузок.  

Деформационный расчет статически 
неопределимых стержневых систем прихо-
дится осуществлять с использованием итера-
ционных процедур или шаговым методом. 

При применении шагового или итерацион-
ного метода Ньютона – Рафсона, помимо 
обычных матриц жесткости, приходится стро-
ить так называемые касатель-ные МЖ. Опыт 
показывает, что лучше применять метод про-
стых итераций, не требующий построения ка-
сательных матриц.  

Н. Н. Шапошников предложил использо-
вать для построения матриц жесткости диф-
ференциальные уравнения изогнутой оси. 
Другие авторы, например, Т. Д. Караманский 
[4], Л. А. Розин [5], – приближенную методику 
построения, основанную на той или иной 
форме приближенного представления изогну-
той оси элементов (поля перемещений).  
Это позволило им получить приближенные 
матрицы жесткости для некоторых частных 
случаев.   
 

 
Рис. 1. Положительные направления перемещений, внутренних усилий и реакций концов стержня
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Рис. 2. Блок-схема выбора типа задачи 
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 Рис. 3. Блок-схема выбора решения дифференциального уравнения 
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Метод  
В настоящей работе рассматриваются во-

просы построения матриц жесткости  
для плоских стержневых систем в общем слу-
чае (продольно-поперечный изгиб, упругое 
основание, динамические нагрузки) с учетом 
сил внутреннего сопротивления по В. Фойгту  
и без их учета. Приводится обоснование точ-
ной (основанной на дифференциальном урав-
нении) и приближенной методик. Исследуется 
сходимость приближенных МЖ к точным, пу-
тем предельного перехода. Дается численная 
оценка точности приближенных матриц  
жесткости.  

Анализируются прямолинейные стержни 
постоянного сечения, выполненные из ли-
нейно-упругого материала. МЖ строятся в 
местной (локальной) системе координат, свя-
занной со стержнем. Конец стержня, располо-
женный в начале этой системы координат, 
обозначим «н», а другой – «к».  

Матрица жесткости стержня состоит из 
двух частей, одна из которых отражает про-
дольные реакции, а другая – изгибные. Эти ча-
сти могут быть получены независимо друг от 
друга. Переход от локальной к глобальной си-
стеме координат может осуществляться обще-
принятым способом [3].  

Введем обозначения:  
l – длина стержня;  
b – ширина стержня;  
m – погонная масса стержня;  
E– модуль упругости стержня; 
J – момент инерции стержня;  
F– площадь поперечного сечения стержня 

и правила знаков, используемые в дальней-
шем. На рисунке 1 изображен стержень в мест-
ной системе координат и указаны положи-
тельные направления перемещений (рис. 1 а), 
реакций (рис. 1 б) его концов и внутренних 
усилий (рис. 1 в).  

Дифференциальное уравнение равновесия 
стержня, лежащего на упругом винклеров-
ском основании, при установившихся вынуж-
денных поперечных гармонических колеба-
ниях от узловой нагрузки P(t) = P⋅sin(Θ⋅t) с 
учетом продольно-поперечного изгиба в пере-
мещениях имеет вид: 

𝜕𝜕4𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥4

± |𝑁𝑁|
𝐸𝐸⋅𝐽𝐽

⋅ 𝜕𝜕
2𝑉𝑉

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑚𝑚

𝐸𝐸⋅𝐽𝐽
⋅ 𝜕𝜕

2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝑘𝑘⋅𝑏𝑏
𝐸𝐸⋅𝐽𝐽

⋅ 𝑉𝑉 = 0,     (1)  

где V = V(x, t) – функция прогибов стержня; N – 
внутренняя продольная сила в стержне; k – ко-
эффициент постели упругого основания; t – 
время. Здесь знак «+» перед вторым слагае-
мым соответствует сжато-изогнутому 
стержню, а знак «–» – растянуто-изогнутому. 
Считаем, что функция прогибов также изме-
няется во времени по закону синуса 

V = v(x) ⋅ sin(Θ⋅t),                                (2) 
где v = v(x) – амплитудная функция прогибов; 
Θ – круговая частота поперечных колебаний. 
Подставляя (2) и производные от него в (1), 
получим дифференциальное уравнение изо-
гнутой оси стержня, записанное через ампли-
тудную функцию прогибов: 

𝑑𝑑4𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥4

± |𝑁𝑁|
𝐸𝐸⋅𝐽𝐽

⋅ 𝑑𝑑
2𝑣𝑣

𝑑𝑑𝑥𝑥2
+ 𝑘𝑘⋅𝑏𝑏−𝑚𝑚⋅𝛩𝛩2

𝐸𝐸⋅𝐽𝐽
⋅ 𝑣𝑣 = 0.          (3)  

 
Введем обозначения: 

𝛼𝛼2 = ± |𝑁𝑁|
𝐸𝐸⋅𝐽𝐽

;          𝛽𝛽4 = 𝑘𝑘⋅𝑏𝑏−𝑚𝑚⋅𝛩𝛩2

𝐸𝐸⋅𝐽𝐽
.            (4) 

С учетом этих обозначений дифференци-
альное уравнение (3) принимает вид: 

𝑑𝑑4𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥4

+ 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑑𝑑
2𝑣𝑣

𝑑𝑑𝑥𝑥2
+ 𝛽𝛽4 ⋅ 𝑣𝑣 = 0.                (5) 

Общее решение этого дифференциального 
уравнения может быть представлено в форме  

v(x) = a1 ⋅ f1(x) + a2 ⋅  f2(x) + a3 ⋅ f3(x) + a4 ⋅ f4(x),   
(6)  

где fi(x) – линейно-независимые решения диф-
ференциального уравнения (5); ai – произ-
вольные постоянные, i = 1÷4.  

Вид решений fi(x) зависит от корней соот-
ветствующего характеристического уравне-
ния. Запишем выражение (6) в матричной 
форме  

𝑣𝑣(𝑥𝑥) = 𝐻𝐻��⃗ Т(𝑥𝑥) ⋅ �⃗�𝑎,                            (7)  
где 𝐻𝐻��⃗ Т(𝑥𝑥) = [𝑓𝑓1(𝑥𝑥) 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) 𝑓𝑓4(𝑥𝑥)] – век-
тор линейно-независимых решений диффе-
ренциального уравнения (3); �⃗�𝑎 =
[𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎3 𝑎𝑎4]Т – вектор произвольных по-
стоянных.  

Выразим вектор перемещений через общее 
решение (7) дифференциального уравнения 
(5) следующим образом:  

𝑧𝑧 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑣𝑣(0)
𝑣𝑣 ′(0)
𝑣𝑣(𝑙𝑙)
𝑣𝑣 ′(𝑙𝑙) ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝐻𝐻��⃗

Т(0)
𝑑𝑑𝐻𝐻��⃗ Т(0)/𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)
𝑑𝑑𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)/𝑑𝑑𝑥𝑥 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⋅ �⃗�𝑎 = 𝐿𝐿 ⋅ �⃗�𝑎,     (8)  

где L – квадратная матрица четвертого по-
рядка, элементами которой являются значе-
ния функций fi(x) и их производных 𝑓𝑓𝑖𝑖

,(𝑥𝑥) при x 
= 0 и x = l. Исходя из этого выражения, вектор 
произвольных постоянных �⃗�𝑎 можно предста-
вить следующим образом:  

�⃗�𝑎 = 𝐿𝐿−1 ⋅ 𝑧𝑧.                                (9)  
Теперь общее решение принимает вид  

𝑣𝑣(𝑥𝑥) = 𝐻𝐻��⃗ Т(𝑥𝑥) ⋅ 𝐿𝐿−1 ⋅ 𝑧𝑧.                        (10)  
Для определения вектора реакций стержня 

𝑟𝑟 воспользуемся известными дифференциаль-
ными зависимостями внутренних усилий от 
перемещений: 

𝑀𝑀 = 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ 𝑑𝑑
2𝑣𝑣

𝑑𝑑𝑥𝑥2
;      𝑄𝑄 = 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ �𝑑𝑑

3𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥3

+ 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑑𝑑𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥
�. 
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Подставляя эти выражения в матрицу 
жесткости, получим:  

𝑟𝑟 = �

𝑄𝑄н
−𝑀𝑀н
−𝑄𝑄к
𝑀𝑀к

� = 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑣𝑣

‴(0) + 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑣𝑣 ′(0)
−𝑣𝑣″(0)

−𝑣𝑣‴(𝑙𝑙)− 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑣𝑣 ′(𝑙𝑙)
𝑣𝑣″(𝑙𝑙) ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= 

= 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑑3𝐻𝐻��⃗ Т(0)
𝑑𝑑𝑥𝑥3

+ 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑑𝑑𝐻𝐻
��⃗ Т(0)
𝑑𝑑𝑥𝑥

− 𝑑𝑑2𝐻𝐻��⃗ Т(0)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

− 𝑑𝑑3𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)
𝑑𝑑𝑥𝑥3

− 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑑𝑑𝐻𝐻
��⃗ Т(𝑙𝑙)
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑2𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)
𝑑𝑑𝑥𝑥2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⋅ 𝐿𝐿−1 ⋅ 𝑧𝑧 = 𝐿𝐿1 ⋅ 𝐿𝐿−1 ⋅ 𝑧𝑧  . (11) 

Что позволяет определить матрицу жест-
кости как произведение двух матриц 

r = L1 ⋅ L–1.                                    (12)  
Конкретный вид матриц L и L1 зависит 

от вида корней характеристического уравне-
ния и типа решаемой задачи. Рассмотрим этот 
вопрос более подробно. Для этого проанали-
зируем параметры α2 и β4 (блок-схема этого 
анализа показана на рисунке 2).  

Если α2 = 0, β4 = 0, то имеем простой изгиб 
стержня. Матрица жесткости принимает вид, 
широко освещенный в литературе [1, 3].  

Если α2 = 0, β4 > 0 и Θ = 0, то получаем стер-
жень на упругом основании.  

Если α2 = 0, β4 < 0 и k = 0, то имеем вынуж-
денные гармонические поперечные колеба-
ния стержня.  

Если α2 > 0, β4 = 0, то получаем сжато-изо-
гнутый стержень.  

Если α2 < 0, β4 = 0, то имеем растянуто-изо-
гнутый стержень.  

Если α2 ≠ 0, β4 ≠ 0 или α2 = 0, k ≠ 0, Θ ≠ 0 – 
общий случай воздействий на стержень. 

В общем случае воздействий для построе-
ния вектора решений 𝐻𝐻��⃗  требуется анализ вли-
яния соотношений между значениями пара-
метров α2 и β4 на вид корней характеристиче-
ского уравнения:  

к4 + α2 ⋅ к2 + β4 = 0.                           (13) 
Для этого частного случая алгебраического 

уравнения четвертой степени решение может 
быть представлено в замкнутой форме [2]  

к1,2,3,4 = ±�−𝛼𝛼2

2
± �𝛼𝛼4

4
− 𝛽𝛽4.                  (14)  

Как показывает анализ этого выражения 
(блок-схема приведена на рисунке 3), воз-
можны шесть вариантов вида корней характе-
ристического уравнения (13), каждому из ко-
торых соответствует свой вектор решений 𝐻𝐻��⃗ . 
Вариант 1 (корни действительные и мнимые: 
к1 = c, к2 = –c, к3 = i⋅c, к4 = –i⋅c):  

𝐻𝐻��⃗  = [ec⋅x e-c⋅x cos(c⋅x) sin(c⋅x)]Т.            (15)  
Вариант 2 (корни действительные крат-

ные: к1 = к3 = c, к2 = к4  =–c): 

𝐻𝐻��⃗  = [ec⋅x e-c⋅x x ⋅ ec⋅x x ⋅ e-c⋅x]Т.                 (16)  
Вариант 3 (корни мнимые кратные: к1 = к3 = 

i ⋅ c, к2 = к4 = –i ⋅ c)  
𝐻𝐻��⃗  = [cos(c⋅x) sin(c⋅x) x ⋅ cos(c⋅x) x ⋅ sin(c⋅x)]Т.    

(17) 
Вариант 4 (корни действительные: к1 = c, 

к2 = d, к3 = –c, к4 = –d): 
𝐻𝐻��⃗  = [ec⋅x ed⋅x e-c⋅x e-d⋅x]Т.                         (18)  

Вариант 5 (корни мнимые: к1 = i ⋅ c, к2 = –i ⋅ c, 
к3 = i ⋅ d, к4 = –i ⋅ d): 
𝐻𝐻��⃗  = [cos(c⋅x) sin(c⋅x) cos(d⋅x) sin(d⋅x)]Т.        (19)  

Вариант 6 (корни комплексные: к1 = c + i ⋅ d, 
к2 = c – i ⋅ d, к3 = –c + i ⋅ d, к4 = –c – i ⋅ d):  

𝐻𝐻��⃗  = [ec⋅x ⋅ cos(d⋅x) ec⋅x ⋅ sin(d⋅x) e-c⋅x ⋅ cos(d⋅x) e-c⋅x ⋅ 
sin(d⋅x)]Т. (20)  

При построении матрицы жесткости r = L1 ⋅ 
L-1 в каждом конкретном случае обращение 
матрицы L необходимо осуществлять чис-
ленно. 

При получении матриц реакций целесооб-
разнее представлять все варианты линейно-
независимых решений дифференциального 
уравнения (5) в форме экспоненциальных 
функций действительного или комплексного 
переменного в зависимости от корней соот-
ветствующего характеристического уравне-
ния. При этом постоянные интегрирования и 
соответствующие матрицы L и L1 также могут 
оказаться комплексными. Однако произведе-
ние этих матриц по формуле (12) даст дей-
ствительные значения элементов МЖ. Такой 
подход упрощает процедуру выбора варианта 
решения дифференциального уравнения. 

Результаты и обсуждение 
Покажем это на примере гармонических 

колебаний с учетом затухания по В. Фойгту 
для стержня, лежащего на упругом основании, 
при продольно-поперечном изгибе. Диффе-
ренциальное уравнение, описывающее движе-
ние такого стержня, имеет вид: 
𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ �𝜕𝜕

4𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥4

+ 𝜒𝜒 ⋅ 𝜕𝜕5𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥4 𝜕𝜕𝑡𝑡

� ± |𝑁𝑁| ⋅ 𝜕𝜕
2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+𝑚𝑚 ⋅ 𝜕𝜕
2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝑘𝑘 ⋅ 𝑏𝑏 ⋅ 𝑉𝑉 = 0. (21) 
Предположим, что узловая нагрузка и 

функция прогибов изменяются во времени по 
закону:  

P(t) = P0 ⋅ ei⋅θ⋅t,                                             (22) 

V = v ⋅ ei⋅θ⋅t.                               (23) 
Выражение (23) можно разложить по фор-

муле Эйлера 
V = v ⋅ (cos(Θ ⋅ t) + i ⋅ sin(Θ ⋅ t)) = Vc + i ⋅ Vs,        

(24) 
где Vc = v ⋅ cos(Θ ⋅ t) – функция прогибов при 
действии внешней нагрузки, изменяющейся 
по закону косинуса; Vs = v ⋅ sin(Θ ⋅ t) – функция 
прогибов при действии внешней нагрузки, из-
меняющейся по закону синуса. 
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Подставляя выражение (23) в (21), полу-
чим: 
𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝛩𝛩⋅𝑡𝑡 ⋅ �𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅

𝑑𝑑4𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥4

⋅ (1 + 𝑖𝑖 ⋅ 𝛾𝛾) ± |𝑁𝑁| ⋅
𝑑𝑑2𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ (𝑘𝑘 ⋅ 𝑏𝑏 −𝑚𝑚 ⋅ 𝛩𝛩2) ⋅ 𝑣𝑣�

= 0 
или 
𝑑𝑑4𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥4

± |𝑁𝑁|⋅(1−𝑖𝑖⋅𝛾𝛾)
𝐸𝐸⋅𝐽𝐽⋅(1+𝛾𝛾2)

⋅ 𝑑𝑑
2𝑣𝑣

𝑑𝑑𝑥𝑥2
+ (𝑘𝑘⋅𝑏𝑏−𝑚𝑚⋅𝛩𝛩2)⋅(1−𝑖𝑖⋅𝛾𝛾)

𝐸𝐸⋅𝐽𝐽⋅(1+𝛾𝛾2)
⋅ 𝑣𝑣 = 0. (25) 

Введем обозначения: 
𝛼𝛼2 = ± |𝑁𝑁|⋅(1−𝑖𝑖⋅𝛾𝛾)

𝐸𝐸⋅𝐽𝐽⋅(1+𝛾𝛾2)
; 𝛽𝛽4 = (𝑘𝑘⋅𝑏𝑏−𝑚𝑚⋅𝛩𝛩2)⋅(1−𝑖𝑖⋅𝛾𝛾)

𝐸𝐸⋅𝐽𝐽⋅(1+𝛾𝛾2)
 

и получим полный аналог формулы (5) с той 
лишь разницей, что параметры α2 и β4 здесь яв-
ляются комплексными числами. Построение 
матрицы жесткости в этом случае совершенно 

аналогично методике, изложенной выше. В 
дальнейшем при ее выводе следует иметь в 
виду, что элементы всех векторов и матриц, а 
также внутренние усилия будут комплексными. 

В этом случае значительно упрощается алго-
ритм определения варианта общего решения 
дифференциального уравнения (25) в зависи-
мости от значения параметров α2 и β4. Блок-
схема представлена на рисунке 4. При этом для 
определения корней характеристического урав-
нения (13) использовалась формула (14). 

.  
 

 

 
Рис. 4. Выбор варианта решения при комплексной матрице жёсткости 

 
Согласно обозначениям, принятым на этом 

рисунке, приведем возможные варианты век-
тора независимых решений 𝐻𝐻��⃗ : 

Вариант 1 (все корни равны нулю: к1 = к2 = 
к3 = = к4 = 0): 

𝐻𝐻��⃗ = [1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3]Т.                     (26) 
Вариант 2 (корни комплексные несопря-

женные и некратные: к1 = с + i ⋅ d, к2 = -c – i ⋅ d, 
к3 = e + i ⋅ f, к4 = -e – i ⋅ f): 

𝐻𝐻��⃗ = [𝑒𝑒к1⋅𝑥𝑥 𝑒𝑒к2⋅𝑥𝑥 𝑒𝑒к3⋅𝑥𝑥 𝑒𝑒к4⋅𝑥𝑥]Т.            (27) 
Вариант 3 (корни комплексные несопря-

женные и кратные: к1 = g + i ⋅ h, к2 = –g – i ⋅ h, к3 

= g + i ⋅ h, к4 = –g – i ⋅ h): 
𝐻𝐻��⃗ = [𝑒𝑒к1⋅𝑥𝑥 𝑒𝑒к2⋅𝑥𝑥 𝑥𝑥 ⋅ 𝑒𝑒к3⋅𝑥𝑥 𝑥𝑥 ⋅ 𝑒𝑒к4⋅𝑥𝑥]Т,         (28) 

где значения величин c, d, e, f, g, h определяются 
численно для конкретных значений α2 и β4. 

Матрица L строится согласно выражению 
(7). Для построения матрицы L1 необходимо 
найти амплитудные значения внутренних 
усилий M0 и Q0. Изгибающий момент и попе-
речная сила при продольно-поперечном из-
гибе будут иметь вид: 

𝑀𝑀 = 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ �𝜕𝜕
2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝜒𝜒 ⋅ 𝜕𝜕3𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝜕𝜕𝑡𝑡

�,                    (29) 

𝑄𝑄 = 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ �𝜕𝜕
3𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+ 𝜒𝜒 ⋅ 𝜕𝜕4𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥3 𝜕𝜕𝑡𝑡

� ± |𝑁𝑁| ⋅ 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥

.            (30) 
Подставим (23) в (29) и (30), получим: 

𝑀𝑀 = 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝛩𝛩⋅𝑡𝑡 ⋅ 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ (1 + 𝑖𝑖 ⋅ 𝛾𝛾) ⋅ 𝑑𝑑
2𝑣𝑣

𝑑𝑑𝑥𝑥2
= 𝑀𝑀0 ⋅ 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝛩𝛩⋅𝑡𝑡 ,   (31) 

𝑄𝑄 = 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝛩𝛩⋅𝑡𝑡 ⋅ 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ (1 + 𝑖𝑖 ⋅ 𝛾𝛾) ⋅ �
𝑑𝑑3𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥3

+ 𝛼𝛼2 ⋅
𝑑𝑑𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥
� = 
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= 𝑄𝑄0 ⋅ 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝛩𝛩⋅𝑡𝑡 .                                  (32) 
Тогда матрица L1 в общем случае имеет 

вид: 

𝐿𝐿1 = 𝐸𝐸 ⋅ 𝐽𝐽 ⋅ (1 + 𝑖𝑖 ⋅ 𝛾𝛾) ⋅

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑑𝑑

3𝐻𝐻��⃗ Т(0)/𝑑𝑑𝑥𝑥3 + 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑑𝑑𝐻𝐻��⃗ Т(0)/𝑑𝑑𝑥𝑥
−𝑑𝑑2𝐻𝐻��⃗ Т(0)/𝑑𝑑𝑥𝑥2

−𝑑𝑑3𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)/𝑑𝑑𝑥𝑥3 − 𝛼𝛼2 ⋅ 𝑑𝑑𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)/𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑2𝐻𝐻��⃗ Т(𝑙𝑙)/𝑑𝑑𝑥𝑥2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

. (33) 

Окончательно МЖ определяется как произ-
ведение двух матриц по формуле (12). Как ука-
зывалось выше, посредством использования 
комплексных чисел матрица реакций стержня 
стала прямо пропорциональна частотно-неза-
висимому фактору γ – коэффициенту неупру-
гого сопротивления. Таким образом, недоста-
ток гипотезы вязкого трения устранен 

Путем решения системы уравнений, сформи-
рованной из матриц жесткости элементов всей 
стержневой системы, определяются амплитуд-
ные значения перемещений узлов стержневой 
системы, которые являются комплексными чис-
лами. Амплитудные значения линейных и угло-
вых перемещений узлов стержневой системы 
могут быть найдены по формуле: 

vn = vnд + i ⋅ vnм                                  (34) 
или  

vn = vnρ ⋅ (cos(ϕ1) + i ⋅ sin(ϕ1)) = vnρ ⋅ 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝜑𝜑1 ,         
(35) 

где 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑣𝑣𝑛𝑛д
2 + 𝑣𝑣𝑛𝑛м

2 ; tg(ϕ1) = vnм/vnд.  
Подставляя (35) в (23), можно получить значе-

ния этих перемещений в любой момент времени: 
Vn = vnρ ⋅ 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅𝜑𝜑1 ⋅ ei⋅Θ⋅t = vnρ ⋅ 𝑒𝑒𝑖𝑖⋅(𝛩𝛩⋅𝑡𝑡+𝜑𝜑1).   (36) 

Тогда в случае действия нагрузки, изменя-
ющейся по закону синуса или косинуса, со-
гласно (24), для n–ого перемещения можно со-
ответственно записать: 

Vnc = vnρ ⋅ cos(Θ ⋅ t + ϕ1),                   (37) 
Vns = vnρ ⋅ sin(Θ ⋅ t + ϕ1).                    (38) 

Заключение 
Основные итоги данной работы заключа-

ются в следующем: 
1. Разработана методика построения мат-

риц жесткости для плоских стержневых си-
стем в общем случае (продольно-поперечный 
изгиб, упругое основание, динамические 
нагрузки) с учетом сил внутреннего сопротив-
ления по В. Фойгту и без их учета; 

2. Приводится обоснование точной (осно-
ванной на дифференциальном уравнении) и 
приближенной методик;  

3. На примере гармонических колебаний 
с учетом затухания по В. Фойгту для стержня, 
лежащего на упругом основании, при про-
дольно-поперечном изгибе рассматривается 
техника применения разработанной методики.
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В результате изучения влияния конструктивно-технологических решений устройства перемычек как 

временных судоходных гидротехнических сооружений на фильтрационные процессы и устойчивость 
насыпи ядра плотины при эксплуатационных воздействиях проведено исследование потенциального раз-
рушения перемычки при расчете на основное сочетание нагрузок с помощью численного моделирования. 
Выполнен анализ фильтрационной устойчивости методом конечных элементов при динамических воз-
действиях. Разработаны предложения для исключения скопления профильтровавшейся воды через тело 
перемычки. 

Ключевые слова: фильтрационная устойчивость, конструктивно-технологические решения, пере-
мычки, временные гидротехнические сооружения, сопряжения с грунтовым основанием. 
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As a result of studying the influence of structural and technological solutions for the device of bridges, as 

temporary navigable hydraulic structures on filtration processes and the stability of the embankment of the core 
of the dam under operational influences, the following were performed: analysis of structural and technological 
solutions for the device of bridges of the SGTS; analysis of methods for blocking the riverbed, as processes of 
gradual compression of the flow until the appearance of flow velocities that erode the riverbed and the filling 
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