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В статье построены две формы комплексного параметрического многочлена Лагранжа. Обнаружено явле-

ние сильной вычислительной устойчивости. Алгоритм работает независимо от количества точек. Испытания 
формул проводились до трехсот интерполяционных точек. Для испытаний с большим количеством интерпо-
ляционных точек нужен более мощный компьютер. Обнаружено, что комплексные параметрические много-
члены Лагранжа не осциллируют или осциллируют медленно. Этот факт открывает возможности практиче-
ского применения построенного комплексного многочлена Лагранжа в теории интерполяции или иных разде-
лах прикладной математики. Графики построенных интерполяционных кривых не являются графиками функ-
ций. Остался неизученным вопрос: можно ли с помощью комплексного параметрического многочлена Ла-
гранжа построить не кривую, а функцию?   
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Two forms of the complex parametric Lagrange polynomial are constructed in the article. The phenomenon  

of strong computational stability has been discovered. The algorithm works regardless of the number of points.  
The formulas were tested up to three hundred interpolation points. For tests with a large number of interpolation 
points, a more powerful computer is needed. It is found that complex parametric Lagrange polynomials do not oscillate, 
or oscillate slowly. And this fact opens up the possibility of practical application of the constructed complex Lagrange 
polynomial in the theory of interpolation or in other sections of applied mathematics. The graphs of the constructed 
interpolation curves are not graphs of functions. The question remains unexplored: Is it possible to construct a function 
rather than a curve using a complex parametric Lagrange polynomial? 

Keywords: interpolation, complex parametric polynomial, Lagrange polynomial, Mathcad. 
 

Введение 
Интерполяционный многочлен Лагранжа ис-

торически был первым методом интерполяции 
исходных данных, но для практической интер-
поляции его можно использовать только при 
маленьком числе интерполяционных точек, не 
более 10. А если число интерполяционных точек 
превышает 10, то возникает такое неприятное 
явление, как осцилляция. 

Под осцилляцией мы понимаем многократное 
превышение размаха построенного интерполяци-
онного графика над размахом эксперименталь-
ных интерполяционных точек по оси ординат. 

При числе точек 15–20 и выше интерполяци-
онный многочлен Лагранжа выдает нереально 
большие числа, поэтому в современную эпоху он 
не используется для реальной практической ин-
терполяции.  

Настоящая работа – это попытка вдохнуть 
вторую практическую жизнь в интерполяцион-
ный многочлен Лагранжа. Для выполнения этой 
задачи нужно было обнаружить у него новые, 
неизвестные свойства. 

Известно, что интерполяционный многочлен 
Лагранжа сильно осциллирует именно на концах 
отрезка интерполяции. Впервые это неприятное 
явление обнаружил физик К. Рунге в 1901 году.  

К. Рунге на отрезке [−1; 1] построил интерпо-
ляционный многочлен Лагранжа 12-й степени 
для функции: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
1+25𝑥𝑥2

. 
На графике он увидел, что значения интерпо-

ляционного многочлена Лагранжа многократно 
превышают амплитуды исходных интерполяци-
онных точек. Причем явление осцилляции со-
храняется даже в том случае, если абсциссы ин-
терполяционных точек взяты с равным шагом. 

Именно после работ К. Рунге стало ясно, что 
классический многочлен Лагранжа можно ис-
пользовать для интерполяции только при не-
большом количестве интерполяционных точек. 
В основном интерполяционный многочлен Ла-
гранжа используется сегодня внутри теорем для 
теоретических исследований. 

Математики, борясь за интерполяционный 
многочлен Лагранжа, доказали, что если за точки 
интерполяции принимаются корни чебышев-
ских многочленов, то осцилляция отсутствует. 

Появилась возможность использования много-
члена Лагранжа при большом количестве интер-
поляционных точек. Однако имеется ограниче-
ние: абсциссы интерполяционных точек нельзя 
выбирать произвольным образом. 

Рассматриваемая статья написана в рамках 
продолжающейся борьбы за эту математическую 
функцию. Авторами выяснено, что комплексный 
параметрический многочлен Лагранжа обладает 
феноменальной вычислительной устойчивостью. 
Он функционирует без сильной осцилляции при 
любом количестве интерполяционных точек. 

Метод 
При выполнении работы использовался ком-

плексный анализ и свойства комплексных кри-
вых. Операторы математического пакета Mathcad 
позволили получить искомые формулы в ком-
пактной форме. 

В настоящей статье мы построим два ком-
плексных интерполяционных многочлена. Вы-
делив их действительные части, построим пара-
метрический интерполяционный многочлен 
Лагранжа [1–10]. 

Само построение будем проводить в популяр-
ном математическом пакете Mathcad. Зададим 
число интерполяционных точек 𝑁𝑁 = 20. Выбе-
рем на единичном круге 𝑁𝑁 равномерно распреде-
ленных точек, задав их с помощью углов. Имеем: 

�
𝑗𝑗 ≔ 0. .𝑁𝑁 − 1 
𝜑𝜑𝑗𝑗: = 2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑁𝑁
         . 

Зададим 𝑁𝑁 случайных точек по оси иксов  
и игреков: 

�
𝑥𝑥1 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁,−5,5)    
𝑥𝑥 ≔ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥1)                  
𝑦𝑦 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁,−10,10) 

. 

Точки, распложенные по оси иксов, отсорти-
руем в порядке возрастания. Построим два ком-
плексных интерполяционных многочлена: 

�
𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜓𝜓) ≔ ∑ �𝑥𝑥𝑘𝑘 ∏ 𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑗𝑗 = 𝑘𝑘, 1, 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝑖𝑖−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑘𝑘−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑗𝑗
�𝑁𝑁−1

𝑗𝑗=0 �𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0

𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜓𝜓) ≔ ∑ �𝑦𝑦𝑘𝑘 ∏ 𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑗𝑗 = 𝑘𝑘, 1, 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑘𝑘−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑗𝑗
�𝑁𝑁−1

𝑗𝑗=0 �𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0

. 

Результаты и обсуждение 
Выделим действительные части построенных 

комплексных многочленов Лагранжа и построим 
из них параметрический многочлен (рис. 1).
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Рис. 1. Параметрический многочлен Лагранжа при N = 20

 

Отметим положительные и отрицательные 
свойства построенного параметрического мно-
гочлена Лагранжа. 

Отрицательные свойства:  
1) график построенного параметрического 

интерполяционного многочлена является не 
графиком функции, а графиком только кривой; 

2) построенный интерполяционный много-
член соединяет соседние по номеру точки доста-
точно сложной кривой, поэтому неизвестно, ка-
ким образом можно использовать построенный 
параметрический интерполяционный много-
член Лагранжа для практической интерполяции. 

Однако имеются и очень важные положитель-
ные свойства. Построенный параметрический мно-

гочлен вычислительно устойчив при большом ко-
личестве точек. Это означает, что при большом ко-
личестве интерполяционных точек график много-
члена успешно строится и проходит через все ин-
терполяционные точки, не пропуская ни одной.  

Мы знаем, что классический интерполяцион-
ный многочлен Лагранжа даже средней устой-
чивостью похвастаться не может. Приведем гра-
фик параметрического интерполяционного 
многочлена при числе точек  𝑁𝑁 = 100 (рис. 2). 
Параметры исходных данных таковы: 

�
𝑥𝑥1 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁,−5,100)         
𝑥𝑥 ≔ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥1)                             
𝑦𝑦 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁,−5,100)            

. 

График был построен с шагом 0,001. 

 
Рис. 2. Параметрический многочлен Лагранжа при 𝑁𝑁 = 100 точек

 
Имеется еще одно потрясающее свойство иссле-

дуемого нами интерполяционного многочлена.  
Он совсем не осциллирует, притом что интерполя-
ционные точки расположены неравномерно. 

В теории интерполяции различными видами 
функций и сплайнов такое невероятное свойство 
при неравномерном расположении интерполяци-
онных точек практически не встречается [11–20]. 

Положительные свойства исследуемого интер-
поляционного многочлена настолько необычны  

и важны, что остается надеяться, что им будет 
найдено практическое применение. 

Испытания проводились и при 200 точках,  
и при 300 точках. Комплексный параметриче-
ский многочлен Лагранжа во всех случаях про-
ходил через интерполяционные точки. На самом 
деле алгоритм сработает при любом количестве 
точек, только нужна соответствующая мощ-
ность компьютера для изображения большого 
количества точек. 
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Параметрические интерполяционные кривые, 
в частности параметрические интерполяционные 
сплайны, широко применяются во всех разделах 
прикладной математики [11–15], поэтому потреб-
ность инженерных дисциплин в новых типах ин-
терполяционных кривых все время будет только 
возрастать. 

Приведем еще одну форму комплексного 
многочлена Лагранжа, чтобы показать, что воз-
можны и иные комплексные интерполяци-
онные многочлены (рис. 3): 

𝐹𝐹(𝜓𝜓) ≔ ∑ �(𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑖𝑖𝑦𝑦𝑘𝑘)∏ 𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑗𝑗 =𝑁𝑁−1
𝑗𝑗=0

𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0

𝑘𝑘, 1, 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑘𝑘−𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑗𝑗
��. 

Интерполяционные точки таковы:  

�

𝑁𝑁 = 30                                
𝑥𝑥1 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁,−30,30)         

𝑥𝑥 ≔ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥1)                            
𝑦𝑦 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁, 0,100)              

. 

 

 
Рис. 3. Комплексный многочлен Лагранжа при 𝑁𝑁 = 30 точек 

 

Можно видеть, что вычислительная устойчи-
вость осталась, но у второй формы комплекс-
ного параметрического интерполяционного 
многочлена Лагранжа антиосцилляционные 
свойства хуже, чем у первой формы многочлена 
Лагранжа. 

Возникает естественный вопрос: возможно 
ли с помощью комплексного интерполяцион-
ного многочлена построить функцию, а не ин-
терполяционную кривую? 

Рассмотрим равномерные эксперименталь-
ные данные, то есть случай, когда абсциссы ин-
терполяционных точек расположены равно-
мерно с постоянным шагом (рис. 4). Приведем 
исходные данные: 

�𝑁𝑁 = 20                          
𝑦𝑦 ≔ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑁𝑁, 0,100). 

Абсциссы интерполяционных равномерно 
расположенных точек таковы:  
𝑥𝑥 = (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15). 

Ординаты интерполяционных точек, как все-
гда, выбираются случайным образом.

 
Рис. 4. Интерполяционные точки с постоянным шагом
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Можно видеть, что постоянный шаг абсцисс 
интерполяционных точек нам не помог и гра-
фика функции не получилось. Заметим, что по-
строенные интерполяционные кривые на всех 
приведенных рисунках обходят точки строго по 
номерам от первого ко второму, от второго к 
третьему и т. д. Но все дело в том, что движение 
кривой от первой точки до второй идет не по 
кратчайшему, а по длинному обходному пути, 
поэтому по графику трудно определить, выдер-
живает ли построенная интерполяционная кри-
вая порядок обхода экспериментальных интер-
поляционных точек.  

Для определения порядка обхода пришлось 
организовать анимацию в пакете Mathcad, кото-
рая продемонстрировала, что порядок обхода 
всегда соблюдается. 

Заключение 
Работа авторов показала, что с помощью ком-

плексного анализа можно построить новый вид 
параметрического интерполяционного много-
члена Лагранжа с удивительными свойствами: 
он совсем не осциллирует и вычислительно 
устойчив. Есть надежда, что эти замечательные 
качества найдут себе применение на практике. 
Более того, с помощью комплексного анализа 
можно строить множество разнообразных пара-
метрических кривых Лагранжа с различными 
свойствами.
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