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Статья посвящена исследованию колебательного движения среды и вопросам защиты строительных кон-

струкций от колебаний. В частности, на основании общих дифференциальных уравнений движения идеально 
упругого тела разработана и предложена методика расчета оптимальных параметров виброзащитных экра-
нов, расположенных на пути движения волн вибрации, что помогает снизить воздействия на строительные 
конструкции зданий и сооружений. Полученная методика апробирована авторами при реализации реального 
строительного проекта. Результаты апробации позволяют говорить о достоверности полученных результатов 
и эффективности созданной методики. 
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Введение 
В развитии машиностроения имеет место об-

щая тенденция – повышение рабочих парамет-
ров машин, повышение единичной мощности ма-
шинных агрегатов. Увеличение рабочих парамет-
ров оборудования, снижение его удельной ме-
таллоемкости приводит к усилению его виброак-
тивности. Надежность эксплуатации машин 
неразрывно связана с их виброактивным состоя-
нием, поскольку повышенная вибрация увеличи-
вает динамические нагрузки на конструктивные 
элементы, интенсифицирует износ и поврежде-
ние машин и поддерживающих конструкций, не-

редко отрицательно воздействует на качествен-
ные показатели продукции. Общая цель исследо-
ваний вибрационных процессов оборудования, 
заключающихся в выявлении основных при-
чинно-следственных зависимостей, направлена 
на повышение эффективности и безопасности 
работы этого оборудования. Указанная цель до-
стигается при проектировании, изготовлении  
и эксплуатации оборудования путем разработки 
и внедрения методов и средств его виброзащиты.  

Под виброзащитой понимается совокуп-
ность средств и методов уменьшения вибрации, 
воспринимаемой защищаемыми объектами. 
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При этом под уменьшением вибрации пони-
мают снижение значений каких-либо опреде-
ленных величин, характеризующих вибрацию. 
Защищаемыми от вибрации объектами в дан-
ном случае являются составные части и поддер-
живающие конструкции рассматриваемых ма-
шин и оборудования, а также оборудование, рас-
положенное в непосредственной близости от 
источников вибрации [1, 2].  

Метод 
В настоящей работе рассмотрим такой метод 

виброзащиты как виброизоляция, заключаю-
щийся в уменьшении передачи вибрации от ис-
точника возбуждения защищаемому объекту при 
помощи устройств, помещаемых между ними – 
виброизоляторов. Используются винтовые пру-
жины, рессоры, резиновые и резинометалличе-
ские конструкции, полимеры, пневматические, 
гидропневматические конструкции, металличе-
ские конструкции, торсионы, пакеты пластин и т. 
п. Кроме того, особым видом виброизоляторов 
можно считать установленные на пути движения 
волн экраны в виде включений, которые прово-
дят вибрации существенно менее эффективно 
(элементы с нелинейной жесткостью, воздуш-
ные прослойки и т. п.), чем исходные. 

Определим параметры воздушной прослойки, 
которая снизит колебания до приемлемого уровня.  

Условно предполагая грунт удовлетворяю-
щим условиям идеального, изотропного и одно-
родного тела, применим общие дифференци-
альные уравнения движения идеально упругого 
тела [3, 4]. Эти уравнения имеют вид: 
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где u, v, w – составляющие упругого перемеще-
ния по координатным осям; ∆ – относительное 
изменение объема, равное: 

𝛥𝛥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

; 
𝛻𝛻2 – оператор Лапласа: 

𝛻𝛻2 = 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑠𝑠2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑦𝑦2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑧𝑧2
; 

ρ – плотность грунта; X, Y, Z – составляющие мас-
совых сил; λ, μ – коэффициенты Лямэ, связанные 
с модулем упругости E и коэффициентом Пуас-
сона σ зависимостями: 

𝜆𝜆 = 𝜎𝜎
(1+𝜎𝜎)(1−2𝜎𝜎)

𝐸𝐸

𝜇𝜇 = 𝜎𝜎
2(1+𝜎𝜎)

𝐸𝐸
�.                       (2) 

Влияние массовых сил мало, поэтому ими 
можно пренебречь. 

Если предполагать, что грунт представляет 
твердую упругую среду, простирающуюся в бес-

конечность в любом направлении [5, 6], то от ис-
точника колебаний будут распространяться 
независимо друг от друга два рода волн. Смеще-
ние в любой точке грунта можно представить  
в виде суммы смещений, вызванных каждой 
волной в отдельности, то есть  

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢2, 
𝑣𝑣 = 𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2, 
𝑤𝑤 = 𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2. 

При этом составляющие смещений u1, v1, w1 
удовлетворяют условиям: 

𝜕𝜕𝜕𝜕1
𝜕𝜕𝑦𝑦

− 𝜕𝜕𝜕𝜕1
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0
𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑧𝑧

− 𝜕𝜕𝜕𝜕1
𝜕𝜕𝑠𝑠

= 0
𝜕𝜕𝜕𝜕1
𝜕𝜕𝑠𝑠

− 𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 0⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

,                          (3) 

которые будут выполнены, если u1, v1, w1 имеют 
потенциал, следовательно 

𝑢𝑢1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝑣𝑣1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

.                                (4) 

При этом составляющие смещений u2, v2, w2 
удовлетворяют условиям: 

𝛥𝛥2 = 𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 0.                    (5) 
Таким образом, составляющие полного сме-

щения грунта равны: 
𝑢𝑢 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠
+ 𝑢𝑢2, 

𝑣𝑣 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝑣𝑣2, 

𝑤𝑤 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝑤𝑤2. 
Подставив эти значения u, v, w в (1), получим 

следующие уравнения, которым должны удо-
влетворять φ и u, v, w: 

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑚𝑚2𝛻𝛻2𝜑𝜑,                              (6) 
 

𝜕𝜕2𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑏𝑏2𝛻𝛻2𝑢𝑢2,
𝜕𝜕2𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑏𝑏2𝛻𝛻2𝑣𝑣2,
𝜕𝜕2𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑏𝑏2𝛻𝛻2𝑤𝑤2⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

,                         (7) 

где 
𝑚𝑚2 = 𝜆𝜆+2𝜇𝜇

𝜌𝜌
,                               (8) 

𝑏𝑏2 = 𝜇𝜇
𝜌𝜌

.                                   (9) 
Дифференциальные уравнения (6) и (7) отлича-

ются между собой только коэффициентами при 𝛻𝛻2. 
Выражения (3) представляют собой составляю-

щие вектора вращения, поэтому очевидно, что рас-
пространяющаяся в грунте волна, определяемая 
уравнением (6), не вызывает деформаций сдвига. 
Деформации, соответствующие этой волне, та-
ковы, что грунт претерпевает только относитель-
ное изменение объема, которое равно: 

𝛥𝛥1 = 𝛻𝛻2𝜑𝜑. 
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Таким образом, волна, соответствующая диф-
ференциальному уравнению (6), есть волна сжа-
тия и расширения. Наоборот, условие (5) показы-
вает, что для волн, составляющие которых удовле-
творяют уравнениям (7), изменение объема  
не имеет места [7, 8]. При распространении этих 
волн элементы грунта испытывают только отно-
сительные сдвиги, составляющие которых равны: 

2𝜔𝜔𝑠𝑠 =
𝜕𝜕𝑤𝑤2
𝜕𝜕𝑦𝑦

−
𝜕𝜕𝑣𝑣2
𝜕𝜕𝑧𝑧

, 

2𝜔𝜔𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑧𝑧

−
𝜕𝜕𝑤𝑤2
𝜕𝜕𝑚𝑚

= 0, 

2𝜔𝜔𝑧𝑧 =
𝜕𝜕𝑣𝑣2
𝜕𝜕𝑚𝑚

−
𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 0. 

Следовательно, волны, удовлетворяющие 
дифференциальным уравнениям (7), суть волны 
сдвига. 

При распространении волн сжатия и расшире-
ния смещения грунта параллельны их распростра-
нению, поэтому данной разновидности волны 
называют еще продольными. 

Волны сдвига могут быть названы попереч-
ными, так как при распространении их возни-
кают лишь смещения частиц грунта, перпенди-
кулярные распределению волн. 

Интеграл дифференциального волнового 
уравнения типа (6) или (7) может быть взят  
в виде [9, 10]: 

1
𝑟𝑟
𝐹𝐹(𝑠𝑠 −

𝑟𝑟
𝑐𝑐

), 
где r – радиус-вектор рассматриваемой точки;  
F – произвольная функции, удовлетворяющая 
начальным и граничным условиям задачи;  
с – скорость распространения волны (для про-
дольных волн c = a, а для поперечных волн c = b). 

Воспользовавшись формулами (2), можно вы-
ражения (8) и (9) для скоростей волн сжатия  
и сдвига привести к виду: 

𝑚𝑚 = � 1−𝜎𝜎
(1+𝜎𝜎)(1−2𝜎𝜎)

𝐸𝐸
𝜌𝜌

,                             (10) 

𝑏𝑏 = � 1
2(1+𝜎𝜎)

𝐸𝐸
𝜌𝜌

.                              (11) 

Результаты и обсуждение 
В качестве примера успешного использова-

ния полученных зависимостей авторами был 
разработан проект устройства вибрационной 
защиты фундаментов турбогенераторов от воз-
действия колебаний сырьевой мельницы. Дан-
ный проект разработан по заданию дирекции 
ОАО «Мордовцемент». Причиной обращения по-
служило возрастание колебаний турбогенера-
тора в период завершения помола сырья в мель-
нице и возникновение в связи с этим предельно 
допустимых амплитуд колебаний на вибраци-
онных датчиках турбогенератора [11, 12]. 

Согласно «Техническому отчету об инже-
нерно-геологических изысканиях на объекте: 
Технологическая линия сухого способа произ-
водства цемента производительностью 6000 тн. 

клинкера в сутки в п. Комсомольский Чамзин-
ского района РМ» арх. № 8199, выполненного 
Мордовским институтом инженерных изыска-
ний и проектирования», основанием фундамен-
тов мельницы и турбогенераторов является 
слой глины мягкопластичной (E = 5 МПа, σ = 0,4, 
ρ = 18 кН/м3). Тогда для скоростей распростра-
нения волн будем иметь: 

𝑚𝑚 = � 1−0,4
(1+0,4)(1−2⋅0,45)

5⋅106

18
= 771 м/сек, 

𝑏𝑏 = � 1
2(1+0,4)

5⋅106

18
= 315 м/сек. 

Учитывая, что частота колебаний главного 
привода – 42 сек-1, длина волн: 

• продольной – ℎ1 = 𝑎𝑎
𝜔𝜔1

= 771
42

= 18,4 м; 

• поперечной – ℎ2 = 𝑏𝑏
𝜔𝜔2

= 315
42

= 7,5 м. 
Определим амплитуды вертикальной состав-

ляющей колебаний грунта, вызванных сотрясе-
ниями фундамента мельницы [13, 14]. 

Площадь фундамента под мельницу:  
Fм=36 × 26 = 936 м2. 

Коэффициент упругого равномерного сжа-
тия грунта [1]   Сz = 5 кг/см3. 

Амплитуда вертикальных колебаний фунда-
мента Az = 1,5 мм. 

Частота собственных вертикальных колеба-
ний ω = 42 сек–1. 

Скорость распространения поперечных волн 
b = 315 м/сек. 

Модуль сдвига для грунта μ=1,8 МПа. 
Определяем радиус эквивалентного круга: 

𝑅𝑅 = �𝐹𝐹м
𝜋𝜋

= �936
3,14

= 17,26 м. 

Находим коэффициент χ: 
𝜒𝜒 = 𝜔𝜔

𝑏𝑏
= 42

315
= 0,133. 

Следовательно, 
𝜒𝜒𝑅𝑅 = 0,133 ⋅ 17,26 = 2,295. 

По таблицам находим функцию Бесселя пер-
вого рода: 

𝐽𝐽1(𝜒𝜒𝑅𝑅) ≈
1

�2𝜋𝜋𝜒𝜒𝑅𝑅
𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜒𝜒𝑅𝑅 −

𝜋𝜋
4) = 

=
1

√2 ⋅ 3,14 ⋅ 0,133 ⋅ 17,26
𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚( 0,133 ⋅ 17,26−

3,14
4 ) = 

= −0,015. 
Динамическое давление на грунт будет: 

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑧𝑧𝐴𝐴𝑧𝑧 = 5 ⋅ 0,15 = 0,75 кг/см2. 
Значение коэффициента K0 примем по таб-

лице 26 [1]: 
𝐾𝐾0 = 0,108 +

0,183− 0,108
0,5 − 0,25 (0,4 − 0,25) = 0,153. 

Подставив полученные значения в (4.9) [1], 
получим: 

𝐴𝐴𝜕𝜕 = 𝜋𝜋𝑝𝑝𝜋𝜋𝐾𝐾0
𝜇𝜇

𝐽𝐽1(𝜒𝜒𝑅𝑅)� 2
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑠𝑠

=

3,14⋅7,5⋅17,26⋅0,153
1,8⋅103

0,015� 2
3,14⋅0,133𝑠𝑠

= 0,36 ⋅ 10−3 1
√𝑠𝑠

. 
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На расстоянии 20 м от источника колебаний 
получим амплитуду вертикальной составляю-
щей грунта, равную 0,08 мм. Примем коэффици-
ент поглощения энергии волн грунтом равным 
0,04 м–1. Тогда амплитуда на расстоянии, боль-
шем 8 м от центра фундамента, будет опреде-
ляться из выражения: 

𝐴𝐴𝑟𝑟 =
0,36
√𝑟𝑟

𝑒𝑒−0,04(𝑟𝑟−20). 

График изменения амплитуд с расстоянием 
представлен на рисунке 1.

 
Рис. 1. График изменения амплитуд с расстоянием 

 
 

 
Рис. 2. Результаты опытов по виброизоляции  
на моделях открытых траншей (Haupt, 1981).  
Результаты исследований Вудса (Woods, 1968)  

и спрямление кривой по прогнозу Долинга  
(Dolling, 1965). 

 

Согласно исследованиям, проведенным зару-
бежными и отечественными специалистами в об-
ласти виброзащиты зданий и сооружений [15], 

наиболее оптимальной глубиной виброзащит-
ного экрана является величина, равная длине 
волны колебаний.  

Так, при глубине, равной длине волны, ампли-
туда колебаний уменьшается на 80 %, при глубине 
0,8 длины волны – на 70 %, при 0,6 – на 60 % и т. п. 
(рис. 2). При этом ширина экрана не влияет на па-
раметры колебаний. 

Заключение  
В рассматриваемом случае повышенные ампли-

туды колебаний турбогенератора вызваны, оче-
видно, поперечной волной, длина которой h2 = 7,5 м.  

Принимая во внимание вышеизложенные рас-
четы, было рекомендовано выполнить виброза-
щитный экран высотой 6 м, что по нашим оценкам 
приведет к снижению амплитуды дополнитель-
ных колебаний на 70 %.  

Поскольку фундамент турбогенератора вос-
принимает вибрационные воздействия не 
только от мельницы, считаем необходимым ре-
комендовать контрольные замеры и сопостав-
ление параметров колебаний фундаментов тур-
богенераторов и мельницы.
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