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В этой статье описывается работа над известными уравнениями Коши в линейной теории упругости. Урав-

нения Коши связывают малые деформации с перемещениями элементарного параллелепипеда деформируе-
мого однородного изотропного тела. Рассматриваются также известные уравнения из теории пластин. Рас-
сматривая обе группы уравнений, автор работы при некоторых дополнительных условиях выводит более 
сложную форму уравнений Коши. В отличие от исходных уравнений, которые содержат только первые произ-
водные от перемещений, полученные – уже производные от перемещений первого, второго и третьего по-
рядка. Это говорит о том, что представленное решение может приводить к более точным результатам при ре-
шении задач теории упругости. Однако это решение будет математически более сложным, ввиду большего по-
рядка полученных дифференциальных уравнений. 

Ключевые слова: уравнения Коши, деформации, перемещения, линейная теория упругости, нелинейная тео-
рия упругости, пластины, изгибные, мембранные слагаемые. 
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IN MODELING AN ELASTIC BODY WITH THREE MUTUALLY PERPENDICULAR PLATES 
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This article describes the work on the well-known Cauchy equations in the linear theory of elasticity. The Cauchy 

equations relate small deformations to the displacements of an elementary parallelepiped of a deformable homogene-
ous isotropic body. The well-known equations from the theory of plates are also considered. Considering both groups 
of equations, the author of the work, under some additional conditions, derives a more complex form of the Cauchy 
equations. Unlike the original Cauchy equations, which contain only the first derivatives of displacements, the obtained 
equations already contain derivatives of displacements of the first, second and third order. This suggests that the pre-
sented solution can lead to more accurate results when solving problems of elasticity theory. However, this solution 
will be mathematically more complex, due to the higher order of the obtained differential equations. 

Keywords: Cauchy equations, deformations, displacements, linear theory of elasticity, nonlinear theory of elasticity, 
plates, bending terms, membrane terms. 

 

Введение 
Объектом исследования в данной работе яв-

ляются уравнения, связывающие деформации  
и перемещения однородного изотропного тела. 
Задачи линейной теории упругости, в которых 
рассматриваются малые деформации однород-
ного изотропного тела, являются важными для 
рассмотрения многих проблем напряженно-де-
формированного состояния строительных кон-
струкций и их элементов [1–8]. Геометрическую 
группу уравнений линейной теории упругости 
составляют шесть дифференциальных уравне-
ний, связывающих деформации с перемещени-
ями элементарного параллелепипеда, извест-
ных как уравнения Коши: 

𝒆𝒆𝒙𝒙𝒙𝒙 = 𝝏𝝏𝒖𝒖
𝝏𝝏𝒙𝒙

,

𝒆𝒆𝒚𝒚𝒚𝒚 = 𝝏𝝏𝝂𝝂
𝝏𝝏𝒚𝒚

,

𝒆𝒆𝒛𝒛𝒛𝒛 = 𝝏𝝏𝒘𝒘
𝝏𝝏𝒛𝒛

,

𝒆𝒆𝒙𝒙𝒚𝒚 = 𝝏𝝏𝒖𝒖
𝝏𝝏𝒚𝒚

+ 𝝏𝝏𝝂𝝂
𝝏𝝏𝒙𝒙

,

𝒆𝒆𝒚𝒚𝒛𝒛 = 𝝏𝝏𝝂𝝂
𝝏𝝏𝒛𝒛

+ 𝝏𝝏𝒘𝒘
𝝏𝝏𝒚𝒚

,

𝒆𝒆𝒛𝒛𝒙𝒙 = 𝝏𝝏𝒘𝒘
𝝏𝝏𝒙𝒙

+ 𝝏𝝏𝒖𝒖
𝝏𝝏𝒛𝒛

.

                               (1) 

Данные уравнения представляют собой си-
стему упрощенных уравнений, связывающих 
деформации с перемещениями, в которых 

оставлены только некоторые производные пер-
вого порядка. Часто требуется модифицировать 
уравнения теории упругости, включая и геомет-
рические уравнения, для решения тех или иных 
теоретических или прикладных задач [9–16]. 
Иногда эти модификации связаны с упроще-
нием уравнений упругости, иногда с их услож-
нением. Переходить к более сложным выраже-
ниям вида (1) с учетом производных высших по-
рядков можно также разными способами, то 
есть переходя от линейных задач деформирова-
ния упругих тел к нелинейным задачам. Во всех 
этих случаях и при применении разных методов 
будут получаться различные системы уравне-
ний, каждой из которых будет соответствовать 
своя система физико-механических и математиче-
ских допущений [17–20]. Цель данной работы – 
получить систему уравнений, связывающих де-
формации с перемещениями, с учетом малых ве-
личин более высоких порядков. 

Метод модифицирования уравнений  
Автор предлагает модифицировать геомет-

рические уравнения, связывающие деформации 
элементарного параллелепипеда с его переме-
щениями, исходя из аналогичных уравнений 
для пластин. Следуя [18] и при оговоренных там 
допущениях, полные деформации пластины, 
расположенной в плоскости xy, в слое, парал-
лельном срединной поверхности и отстоящем 
от нее на расстоянии z, запишем в виде:

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 1
2
��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2
� + �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑠𝑠2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

� 𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 1
2
��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

+ �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
� + �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦2
+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

� 𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
− 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
− 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑦𝑦

+

+ �−2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
� 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

+ �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�∆𝑤𝑤� 𝑧𝑧.

                              (2)

В этом выражении опущены члены высшего 
порядка малости относительно производных  
от перемещений, и члены со степенями z, выше 
первой. Слагаемые в квадратных скобках в этих 

выражениях содержат множитель z и представ-
ляют собой деформации изгиба, равные нулю  
на срединной поверхности и изменяющиеся  
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по линейному закону в зависимости от расстоя-
ния z до срединной поверхности. Если эти слага-
емые обозначить подстрочным индексом f: 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑓𝑓 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 1
2
��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2
�,  

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦𝑓𝑓 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 1
2
��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

+ �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
�,  

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦𝑓𝑓 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
− 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
− 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

  ,  
а остальные слагаемые обозначать подстроч-
ным индексом: 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚 = �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

� 𝑧𝑧,  

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚 = �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

� 𝑧𝑧,  

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦𝑚𝑚 = �−2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+,  

+2 �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
� 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

+ �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
� ∆𝑤𝑤� 𝑧𝑧,                    

то каждая деформация будет слагаться из двух 
частей, изгибаемой и мембранной: 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑓𝑓 + 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚,
𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦𝑓𝑓 + 𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚,
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦𝑓𝑓 + 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦𝑚𝑚.

 

Обобщим уравнения (2) в предположении, 
что деформации элементарного параллелепи-
педа можно рассмотреть как независимо друг от 
друга происходящие деформации трех пластин. 
Итак, (2) написана для пластины в плоскости xy. 
Для плоскости yz будем соответственно иметь:

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 1
2
��𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
� + �− 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦2
+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2

� 𝑚𝑚,

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 1
2
��𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2
� + �− 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑧𝑧2
+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2
� 𝑚𝑚,

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+

+ �−2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 2 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
� 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
� ∆𝑢𝑢� 𝑚𝑚.

                                 (3)

Аналогично, для плоскости zx будем иметь:
𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧
+ 1

2
��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2

+ �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2
� + �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧2
� 𝑦𝑦,

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 1
2
��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2
� + �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

� 𝑦𝑦,

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+

+ �−2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠
� 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
� ∆𝑣𝑣� 𝑦𝑦.

                             (4)

Ввиду допущения о независимом друг от друга действии происходящих деформаций, результи-
рующие деформации будут равны: 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 2
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑚𝑚

+ ��
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚
�
2

+ �
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑚𝑚
�
2

� + �−
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚2

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑚𝑚2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚

+
𝜕𝜕2𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑚𝑚2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚2�

𝑧𝑧 + 

+ �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

� 𝑦𝑦,                                                               (5) 

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ ��
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

+ �
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

� + �−
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2

+
𝜕𝜕2𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2�

𝑚𝑚 + 

+ �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2

� 𝑧𝑧,                                                              (6) 

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧 = 2
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ ��
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2

+ �
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2

�+ �−
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+
𝜕𝜕2𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2�

𝑚𝑚 + 

+ �− 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠2

� 𝑦𝑦,                                                              (7) 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑚𝑚

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

−
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑚𝑚

−
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 

+ �−2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
� 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

+ �𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
� ∆𝑤𝑤� 𝑧𝑧,                               .(8) 

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑧𝑧 =
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

−
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

−
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 

+ �−2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 2 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
� 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
� ∆𝑢𝑢� 𝑚𝑚,                            (9) 

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑠𝑠 =
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚

+
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑚𝑚

−
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

−
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑚𝑚

+ 

+ �−2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 2 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠
� 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
� ∆𝑣𝑣� 𝑦𝑦.                           (10)

Система уравнений (5)–(10) является анало-
гом геометрических уравнений Коши при сде-
ланных допущениях. При этом первые группы 
слагаемых в каждом уравнении имеют в этой 
аналогии смысл изгибных слагаемых, а вторые 

группы слагаемых (в квадратных скобках) имеют 
смысл мембранных слагаемых. 

Результат модифицирования уравнений 
При ряде упрощающих допущений автор [18] 

записывает упрощенную форму уравнений (2): 
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𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2
− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
− 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦
𝑧𝑧.

              (11) 

Соответственно, здесь изгибаемые слагае-
мые имеют вид:  

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑓𝑓 =
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑚𝑚

+
1
2
�
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚
�
2

, 

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦𝑓𝑓 =
𝜕𝜕𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
1
2
�
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

, 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦𝑓𝑓 =
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑚𝑚

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

 

и мембранные слагаемые имеют вид: 
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚 = −

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑚𝑚2

𝑧𝑧, 

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚 = −
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝑧𝑧, 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦𝑚𝑚 = −2 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦

𝑧𝑧. 

Применяя тот же прием, для плоскости yz бу-
дем соответственно иметь: 

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
− 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝑚𝑚,

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2
− 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑧𝑧2
𝑚𝑚,

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
− 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧
𝑚𝑚,

             (12) 

для плоскости zx будем иметь: 
𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧
+ 1

2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2
− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
𝑦𝑦,

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2
− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
𝑦𝑦,

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
− 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠
𝑦𝑦,

              (13) 

Объединяя (11)–(13), получим связь между 
деформациями и перемещениями в виде си-
стемы уравнений: 

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 = 2 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
�
2
− 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
𝑦𝑦 − 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠2
𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
− 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝑚𝑚 − 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦2
𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧 = 2 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2

+ 1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2
− 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑧𝑧2
𝑚𝑚 − 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
𝑦𝑦,

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑦𝑦 = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
− 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠𝜕𝜕𝑦𝑦
𝑧𝑧,

𝑒𝑒𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧
− 2 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧
𝑚𝑚,

𝑒𝑒𝑧𝑧𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠
− 2 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑠𝑠
𝑦𝑦.

  (14) 

Сравнивая полученную систему уравнений 
(14) с уравнениями Коши (1), можно заметить, 
что последние получаются из (14) пренебреже-
нием малых величин второго порядка малости. 
Исключением является только коэффициент «2» 
перед частными производными 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑠𝑠
, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

. Разли-
чие в этих коэффициентах говорит о том, что при 
выводе уравнений Коши в линейной постановке 
допускается большее количество упрощений за-
дачи, чем в рассмотренном автором случае.  

Выводы 
1. Замечание, сделанное для системы уравне-

ний (5)–(10), остается в силе и для системы 
уравнений (14): первые группы слагаемых в 
каждом уравнении этой системы имеют в нашей 
аналогии смысл изгибных слагаемых, а вторые 
(содержащие в качестве множителей x, y, z) – 
смысл мембранных слагаемых. 

2. Можно отметить, что полученные формы 
геометрических уравнений теории упругости, 
поскольку они учитывают большее количество 
взаимосвязей между деформациями и переме-
щениями, будут приводить к более точным ре-
шениям задач теории упругости.  

3. При этом, конечно, сложность решения 
этих задач возрастет.
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