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В работе представлен алгоритм максимизации числа допустимых ошибок аппроксимации для регрессионной 

кусочно-линейной функции риска, основанный на решении задачи линейно-булева программирования. Постро-
ены два варианта этой функции для описания динамики цен на цемент. Первый из них представляет собой обыч-
ную функцию риска, а второй – ее уточнение, направленное на такую максимизацию. Их краткий анализ показал, 
что второй вариант хоть и немного уступает первому по качеству аппроксимации, зато существенно его превосхо-
дит по числу наблюдений с допустимыми ошибками.   
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The paper presents an algorithm for maximizing the number of permissible approximation errors for a regression 

piecewise linear risk function based on solving a linear Boolean programming problem. Two versions of this function are 
constructed to describe the dynamics of cement prices. The first of them is a regular risk function, and the second is its 
refinement aimed at such maximization. A brief analysis of them showed that the second version, although slightly inferior 
to the first in terms of approximation quality, significantly surpasses it in terms of the number of observations with per-
missible errors.      

Keywords: piecewise linear regression risk function; least absolute value method; parameter estimates; linear Boolean  
programming problem; permissible errors; cement price dynamics. 

     
Введение 
Цемент является важнейшим строительным ма-

териалом, предназначенным для изготовления бе-
тонов и строительных растворов, скрепления от-
дельных элементов строительных конструкций, 
гидроизоляции и т. д. Как ключевой материал  
в строительной отрасли, демонстрирует сложную 
динамику цен, обусловленную множеством факто-
ров: от колебаний спроса до геополитических кри-
зисов. Традиционные методы прогнозирования за-
частую не способны уловить резкие изменения, вы-
званные структурными сдвигами. Традиционно при 
разработке и анализе технологий производства це-
мента и его комплексном использовании в строи-
тельстве и других экономических отраслях при-
нято применять, в том числе, методы математиче-
ского моделирования. Так, в работе [1] описыва-
ется разработка кинетической модели гидратации 
цемента, которая учитывает ее скорость относи-
тельно времени. Модель отражает несколько одно-
временных процессов, последовательно управляю-
щих отдельными сегментами гидратации. В [2] раз-
работана математическая модель в частных произ-
водных для сопряжения поведения гидратации це-
мента и реакции карбонизации как клинкерных 
минералов, так и продуктов гидратации, когда це-
ментное тесто подвергается ускоренному карбони-
зированному отверждению на ранней стадии. Чис-
ленное моделирование показывает, что трикаль-
цийсиликат является основным реагентом как для 
гидратации, так и для карбонизации портландце-
ментного теста на ранней стадии. В статье [3] раз-
работана основанная на балансе массы и энергии 
математическая модель сжигания различных аль-
тернативных видов топлива во вращающейся це-
ментной печи. Было обнаружено, что основные па-
раметры процесса во многом зависят от химиче-
ских характеристик топлива. Исследование [4] по-
священо применению известных уравнений Аб-
рамса, Лайза и Молинари для оценки влияния соот-
ношения вода/цемент в растворах при использова-
нии трех различных смесей в разных пропорциях.  
В [5] изучаются законы расширения цементного 
композитного материала из стали и шлака и разра-
батывается математическая модель расширения 
гидратации соответствующего цементного компо-
зитного материала. Модель может точно предска-
зать коэффициент расширения, когда содержание 
стального шлака составляет менее 30 %.  

В работе [6] разрабатываются математиче-
ские модели для прогнозирования вязкости це-
ментных паст с различными соотношениями вода-
цемент/вяжущее и содержанием суперпласти-
фикатора на основе поликарбоксилата путем 
введения степенной зависимости напряжения 
сдвига от деформации сдвига неньютоновских 
жидкостей в уравнения движения Навье-Стокса. 
В статье [7] представлено применение механики 
многофазных пористых сред для моделирования 
материалов на основе цемента при высокой 
температуре. Описаны и проанализированы фи-
зические явления в бетонном элементе, нагре-
ваемом во время пожара, подтверждающие мно-
гофазность бетона в этих условиях. В исследова-
нии [8] разработана модифицированная модель 
регидратации на основе термодинамической 
модели гидратации цемента, которая использо-
валась для прогнозирования степеней гидрата-
ции образцов в разное время. Выявлено, что 
влияние температуры на константу скорости 
реакции регидратации следует закону Аррени-
уса. В [9] разработана математическая модель 
для моделирования физико-химического сопря-
жения процесса сверхкритической карбониза-
ции в цементных материалах. Эта модель учи-
тывает скорость химической реакции, сохране-
ние массы для двухфазного потока газ-жид-
кость, диффузию и дисперсию CO2 в воде, сохра-
нение энергии для пористой среды. Предска-
заны степень карбонизации, температура, дав-
ление газа, содержание влаги и насыщенность 
воды внутри материала.  

Интересные результаты в рамках данной 
проблематики представлены в работах: [10] 
(математическая модель зависимости прочно-
сти бетона от расходов цемента при его задан-
ной активности), [11] (математическая модель 
влияния параметров зернового распределения 
частиц цемента на величину его удельной по-
верхности), [12] (упрощенные уравнения твер-
дения бетона), [13] (математическая модель 
процесса смешивания компонентов газобе-
тона), [14] (математическая модель набора 
прочности бетона, учитывающая влияние кон-
структивного и деструктивного процессов, про-
текающих при его твердении), [15] (математи-
ческая модель проектирования звукопоглощаю-
щих бетонов). 
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Цель настоящей работы состоит в описании дина-
мики цен на цемент на основе применения уточнен-
ной кусочно-линейной функции риска, параметры 
которой оцениваются путем максимизации числа до-
пустимых ошибок аппроксимации. Кусочно-линей-
ная модель при этом разбивает временной ряд на сег-
менты (интервалы), внутри и на границах которых 
тренд аппроксимируется линейной функцией.  

Следует иметь в виду, что в традиционных под-
ходах точки перегиба в кусочных моделях задаются 
либо экспертно, либо с использованием комбина-
ций методов:   

• регрессионного анализа с минимальной квад-
ратичной ошибкой – для поиска оптимального числа 
сегментов;  

• байесовского информационного критерия (BIC) – 
чтобы при моделировании избежать переобучения; 

• учета экзогенных переменных – например, 
стоимости энергоносителей или введенных санк-
ций, что повышает точность моделирования.  

Это позволяет модели «учиться» на данных, вы-
деляя периоды, когда внешние шоковые или внут-
ренние факторы (например, сезонность спроса) ме-
няют траекторию цен.  

Ключевая особенность предлагаемого подхода ‒ 
оценка параметров путем максимизации числа до-
пустимых ошибок аппроксимации, что позволяет 
модели сохранять адекватность даже в условиях 
возможных изменений рынка.   

Методы 
Задачу описания динамики цен на цемент будем 

решать с использованием регрессионной кусочно-
линейной функции риска (см., например, [16]): 

 

𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥{𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑘𝑘1, 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘2, … , 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘} + 𝜀𝜀𝑘𝑘,    𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����,  (1) 
 

где y – зависимая (выходная) переменная, 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 =
1,𝑚𝑚������ – независимые (входные) переменные, 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 =
1,𝑚𝑚������ – определяемые оценки параметров, 𝜀𝜀𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛����� – 
ошибки аппроксимации, 𝑛𝑛 – количество наблюде-
ний. Все переменные в (1) будем полагать детерми-
нированными. 

Отличительной особенностью функции риска 
является невозможность уменьшения значений за-
висимой переменной без пропорционального 
уменьшения значений всех входных факторов. 

В [16] показано, что если в качестве функции по-
терь использовать соответствующую методу наимень-
ших модулей сумму абсолютных ошибок аппрокси-
мации: 

J(𝑎𝑎)=∑ |𝜀𝜀𝑘𝑘|𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 . 

Задача идентификации параметров 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������ 
модели (1) сводится к следующей задаче ли-
нейно-булева программирования (ЛБП): 

∑ (𝑢𝑢𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑘𝑘)𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 - 𝜌𝜌∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑖𝑖=1 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,              (2) 
𝑧𝑧𝑘𝑘 + 𝑢𝑢𝑘𝑘 − 𝑣𝑣𝑘𝑘 = 𝑦𝑦𝑘𝑘 , 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����,                  (3) 
𝑧𝑧𝑘𝑘 ≥ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����, 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������,               (4) 

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑧𝑧𝑘𝑘−M𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ −M, 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����, 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������,    (5) 
∑ 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 =𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 1, 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����,                     (6) 

𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ {0,1}, 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����, 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������,                (7) 
𝑢𝑢𝑘𝑘 ≥ 0, 𝑣𝑣𝑘𝑘 ≥ 0, 𝑘𝑘 =1,𝑛𝑛�����,                     (8) 

где М и 𝜌𝜌 – наперед заданные соответственно 
большая и малая положительные константы. 

В работе [17] описан алгоритм решения задачи 
оценивания параметров линейной регрессионной 
модели посредством максимизации числа S допу-
стимых (то есть не превышающих некоторой по-
ложительной величины 𝑑𝑑) абсолютных ошибок 
аппроксимации (то есть таких, что |𝜀𝜀𝑘𝑘| ≤ 𝑑𝑑), также 
сводящийся к решению задачи ЛБП. Нетрудно ви-
деть, что его адаптация по отношению к модели 
(1) приводит к включению в состав ограничений 
задачи ЛБП (2) – (8) следующих: 

𝑢𝑢𝑘𝑘 +  𝑣𝑣𝑘𝑘+ М𝛿𝛿𝑘𝑘 ≤ М+ 𝑑𝑑, 𝑘𝑘 =1,𝑛𝑛�����,                 (9) 
𝛿𝛿𝑘𝑘 ∈ {0,1}, 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛�����,                           (10) 

а также замене целевой функции (2) на 
∑ 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 − 𝜌𝜌1 ∑ (𝑢𝑢𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑘𝑘)𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 +𝜌𝜌∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥,  (11) 

где 𝜌𝜌1 – также наперед заданное малое положи-
тельное число. 

Таким образом, решение задаче ЛБП (3)–(8), 
(9)–(11) позволяет определить оценки парамет-
ров кусочно-линейной функции риска, для кото-
рых число допустимых ошибок аппроксимации 
максимально. 

Результаты и обсуждение 
Стоимость цемента зависит от множества фак-

торов, при этом одним из основополагающих  
при ее моделировании является стоимость сырья, 
из которого он изготавливается. Наиболее типич-
ными компонентами, входящими в состав це-
мента, являются известь, песок, глинозем, а также 
асбест. Примем этот факт за исходный при форми-
ровании состава переменных модели: 

• 𝑦𝑦 – цена тонны цемента, руб.; 
• 𝑥𝑥1 – цена тонны извести строительной, руб.; 
• 𝑥𝑥2 – цена кубометра песка строительного, руб.; 
• 𝑥𝑥3 – цена тонны глинозема, руб.; 
• 𝑥𝑥4 – цена тонны асбеста, руб. 
В качестве информационной базы моделирова-

ния используем официальную статистику по выде-
ленным показателям за 1998–2016 гг. (табл. 1) [18]. 

Будем строить регрессионную кусочно-ли-
нейную функцию риска в виде: 

𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥{𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑘𝑘1, 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘2, 𝑎𝑎3𝑥𝑥𝑘𝑘3, 𝑎𝑎4𝑥𝑥𝑘𝑘4} + 
𝜀𝜀𝑘𝑘,    𝑘𝑘 = 1,19������.                                 (12) 

Вначале при оценивании параметров 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,4���� 
решим задачу ЛБП (2)–(8). В результате получим 
модель: 

𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥{1.40𝑥𝑥𝑘𝑘1, 11.06𝑥𝑥𝑘𝑘2, 0.10𝑥𝑥𝑘𝑘3, 0.18𝑥𝑥𝑘𝑘4} + 
+ 𝜀𝜀𝑘𝑘,    𝑘𝑘 = 1,19������,                                 (13) 

J = 3977, Е = 11.4, 
где Е – средняя процентная ошибка: 

Е = 100%∑ |𝜀𝜀𝑘𝑘|19
𝑘𝑘=1 /∑ 𝑦𝑦𝑘𝑘19

𝑘𝑘=1 . 
Примем за допустимую ошибку величину  

𝑑𝑑 =150. Тогда для модели (13) число наблюде-
ний с допустимыми ошибками S будет равно 9 
(из 19 возможных). Решение задачи ЛБП (3) – 
(8), (9) – (11) приводит к следующей модели: 
𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥{1.36𝑥𝑥𝑘𝑘1, 11.45𝑥𝑥𝑘𝑘2, 0.10𝑥𝑥𝑘𝑘3, 0.19𝑥𝑥𝑘𝑘4} + 

𝜀𝜀𝑘𝑘,    𝑘𝑘 = 1,19������,                                (14) 
J = 4309, Е = 12.4. 
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Таблица 1 
Исходные данные 

Год y 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟑𝟑 𝒙𝒙𝟒𝟒 
1998 256 281 21.7 1924 1243 
1999 325 350 27.6 3735 2235 
2000 438 352 39.0 4962 2750 
2001 542 449 51.9 5439 3286 
2002 687 532 67.5 5643 4200 
2003 868 643 66.8 6118 5036 
2004 980 812 96.2 7329 5763 
2005 1413 918 87.7 9985 6772 
2006 1792 1035 112 10426 7530 
2007 3094 1455 129 9306 7841 
2008 2546 1640 146 9941 9062 
2009 2110 1634 113 11713 8631 
2010 2248.75 1571.25 147 12901 8606 
2011 2820.5 1639 151 13746 10353 
2012 2874 1726.5 152 11624 8699 
2013 2819 2045.75 188 13268 9936 
2014 2821.75 2028.5 163 18249 12482 
2015 2835.5 2183.75 166 30819 15825 
2016 3165.5 2126.75 147 31830 16739 

 

При этом число наблюдений с допустимыми 
ошибками достигло 14. 

Таким образом вариант (14) кусочно-линейной 
модели риска (12) хоть и несколько уступает вари-
анту (13) по сумме модулей ошибок (на 7.7 % по кри-
терию J и на 8.6 % по критерию Е) но зато превосхо-
дит его более, чем в полтора раза, по числу наблю-
дений с допустимыми ошибками аппроксимации. 
На приемлемость значений средней ошибки в мо-
делях (13), (14) указывается в ряде источников (см., 
в частности, [19, 20]). 

С помощью алгоритма, минимизирующего квад-
ратичную ошибку и информационного критерия 
BIC, было выявлено три ключевых точки смены 
тенденций исследуемого процесса:   

• 2003 год – пик роста цен на глинозем (𝑥𝑥3)  
и асбест (𝑥𝑥4) на фоне роста объемов строительства;   

• 2008 год – мировой финансовый кризис, вы-
звавший резкое снижение спроса на цемент;   

• 2014 год – введение санкций и девальвация 
рубля, повлиявшие на стоимость импортного сырья.   

Рассмотрим отдельно динамику значимости на 
предыстории независимых факторов:  

• влияние переменной 𝑥𝑥3 выросло в 2015–2016 гг., 
что связано с увеличением доли импортного сырья 
и волатильностью валютного курса;   

• снижение влияния переменной x2, которое 
объясняется переходом на альтернативные мате-
риалы (в частности, щебень) после 2008 г.;   

• рост значимости фактора x4 после 2014 г. свя-
зан с ограничением импорта и ростом цен на отече-
ственный асбест.   

Модели позволяют выделить периоды повы-
шенной волатильности:   

• 2004–2008 – высокая чувствительность произ-
водства цемента к извести, имеет место риск дефи-
цита местного сырья;  

• 2015–2016 – рост значимости глинозема, 
что может вызвать риск зависимости от импорта.   

Для управления возможными рисками реко-
мендуются следующие мероприятия:   

• проведение мониторинга цен на глинозем 
и асбест в периоды геополитической нестабиль-
ности; 

• диверсификация поставщиков сырья при про-
гнозировании будущих точек смены тенденций 
изучаемого процесса.  

Заключение 
В работе описана алгоритмическая схема 

максимизации числа допустимых ошибок ап-
проксимации для регрессионной кусочно-ли-
нейной функции риска, основанная на решении 
задачи линейно-булевого программирования. 
Разработаны два варианта такой функции  
для описания динамики цен на цемент. Один  
из них представляет собой обычную функцию 
риска, а другой – ее уточнение, направленное  
на такую максимизацию. Оказалось, что второй 
вариант хоть и несколько уступает первому  
по точности аппроксимации, зато существенно 
его превосходит по числу наблюдений с допу-
стимыми ошибками. Кусочно-линейная регрес-
сия с учетом структурных сдвигов позволяет  
не только описать сложившуюся динамику цен 
на цемент, но и выявить ключевые факторы 
риска для отрасли. Интеграция модели с про-
гнозами по сырьевым рынкам и макроэкономи-
ческим трендам повысит ее прогностическую 
силу.  Уточненная кусочно-линейная модель мо-
жет стать действенным инструментом для ана-
лиза рынка цемента, особенно в условиях неста-
бильности. Она не только отражает возможные 
изменения в тенденциях, но и помогает понять 
их природу, а также переводить полученные мо-
дельные результаты в конкретные управленче-
ские решения. Эффективность модели можно 
существенно повысить путем привлечения спе-
циальным образом сформированной эксперт-
ной информации.  
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