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В статье рассматривается актуальная проблема оценки прочности сечений железобетонных элементов  

с учетом действительных диаграмм работы конструкционных материалов изгибаемых элементов. Авторами 
проанализированы различные подходы к моделированию напряженно-деформированного состояния железо-
бетонных элементов, уделено особое внимание методу нелинейной деформационной модели и полуаналити-
ческому вариационному методу В. З. Власова. В работе представлены результаты, демонстрирующие различия 
в оценке прочностных характеристик рассматриваемых конструкций, а также особенности их разрушения. Ис-
следование показывает важность выбора модели оценки прочности изгибаемых элементов из сборного, моно-
литного и сборно-монолитного железобетона при изгибе. 

Ключевые слова: железобетонные конструкции, предельное состояние, нелинейная деформационная модель, 
вариационный метод строительной механики, нормальные трещины, деформирование. 
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The paper deals with the urgent problem of assessing the strength of reinforced concrete element sections, taking 

into account the actual work diagrams of structural materials of bending elements. The authors have analysed various 
approaches to modelling the stress-strain state of reinforced concrete elements, paying special attention to the nonlin-
ear deformation model method and the semi-analytical Variation method of Vlasov V.Z. The paper presents the results 
demonstrating the differences in the assessment of strength characteristics of the considered structures, as well  
as the peculiarities of their failure. The study shows the importance of choosing a model for assessing the flexural 
strength of precast and monolithic and precast-monolithic reinforced concrete elements in bending. 

Keywords: reinforced concrete constructions, limit state, nonlinear deformation model, variational method  
of structural mechanics, flexure cracks, deformation. 

 

Актуальность 
Одной из основных целей современных инже-

нерных изыскательных работ в области проекти-
рования железобетонных конструкций является 
учет действительной работы конструкционных 
материалов для обеспечения безопасности возво-
димых, проектируемых и реконструируемых объ-
ектов различного функционального назначения. 
Актуальность названной тематики обусловлена 
значительным количеством публикаций как в оте-
чественной [1–5, 17–20] так и в зарубежной [6–9] 
литературе. В связи с этим основной задачей дан-
ного исследования является сопоставление на ос-
нове численного моделирования результатов на-
пряженно-деформированного состояния различ-
ных вариантов конструктивного исполнения изги-
баемых железобетонных элементов. 

Для решения поставленной задачи в практике 
отечественного проектирования все чаще можно 
встретить применение метода нелинейной де-
формационной модели (НДМ), являющегося ос-
новным, согласно действующим нормам проекти-
рования железобетонных конструкций [10]. Од-
ним из главных его преимуществ безусловно яв-
ляется возможность оценки параметров напря-
женно-деформированного состояния (НДС) на всех 
этапах жизненного цикла НДМ при сохранении ги-
потезы плоских сечений [11]. Однако в ряде слу-
чаев, когда ее применение является в значитель-
ной степени допустимым, имеет смысл использо-
вать другие модели.   

Метод 
Интерес в этом случае представляет полуа-

налитический вариационный метод В. З. Вла-
сова. Его основные положения изложены в мо-
нографии [12], в которой, в отличие от метода 
перемещений, приводится смешанный метод 
расчета многосвязных призматических складок 
коробчатого типа. Выпишем приведенные там 
три группы уравнений смешанного типа: 

 ( ) ( ) ( ) 0; 

( ) ( ) ( ) = 0; 

( ) θ ( ) θ 0,

dc c dc c dg g
с g

hc c hg g hm m h
c g m

lg g lm m l
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∑ ∑ ∑

∑ ∑

 
(1) 

где d, c = 0, 1, …, U1; h, g = 0, 1, …, U2; l, m = 0, 1, …, m1. 
Эти уравнения являются дифференциаль-

ными, поскольку в качестве неизвестных прини-
маются функции продольных Uc(x), поперечных 
перемещений ребер складки Vg(x) и моментов 
Мm(х) по ребрам складки. Первые две группы (1) 
являются уравнениями равновесия, при этом пер-
вая выражает равенство нулю усилий в фиктив-
ных продольных связях, введенных в основной си-
стеме, а вторая – в фиктивных поперечных связях. 
Последняя группа представляет собой уравнения 
неразрывности деформаций и выражает отсут-
ствие взаимных углов поворота в цилиндриче-
ских шарнирах, введенных по всем ребрам основ-
ной системы складки. Поэтому для единичных со-
стояний изменение поперечных перемещений 
между ребрами складки для элементарной попе-
речной полоски, выделенной сечениями х и x + dx, 
происходит линейно как для варьируемой рамной 
системы с шарнирами во всех узлах; поперечных 
моментов между шарнирами (ребрами складки) 
при наличии поперечных фиктивных связей – как 
для шарнирно-опертой балки от искомых узло-
вых моментов и внешней нагрузки. 

Изложенный метод распространяется на рас-
чет рам, у которых один, несколько или все эле-
менты являются составными стержнями (по 
терминологии А. Р. Ржаницына [13]) с податли-
выми связями, при этом, в отличие от метода 
сил, здесь для расчета составных стержней при-
меняется метод перемещений [14]. При сохране-
нии для составных стержней тех же гипотез о 
несжимаемости волокон и неучете деформации 
сдвига по высоте сечения, как и для монолит-
ного стержня, изменение продольных переме-
щений по высоте сечения составляющих стерж-
ней будет линейным, а продольных перемеще-
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ний для всего пакета составного стержня, состо-
ящего из «n» стержней сечением hc ∙ t, можно 
представить следующим выражением: 

 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 𝑢𝑢0(𝑥𝑥)𝑧𝑧 + �𝑢𝑢𝑐𝑐(𝑥𝑥)𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑧𝑧)

𝑐𝑐=𝑣𝑣

𝑐𝑐=1

, (2) 

где функции u0(x) и uc(х) являются искомыми, 
Xi(z) – линейными, то есть заранее известными, 
и могут задаваться с точностью до произволь-
ного множителя, в частности, приниматься по-
стоянными и равными единице по высоте от-
дельного составляющего стержня. 

Жесткостные коэффициенты на различных 
уровнях нелинейного деформирования рас-
сматриваемой составной конструкции после об-
разования в ней трещин в наиболее напряжен-
ных сечениях на каждом шагу нагружения могут 
быть определены методом итераций по приве-
денным эквивалентным значениям ква-
зисплошного тела, перемножением соответ-
ствующих единичных эпюр. При их вычислении 
используется модифицированный коэффици-
ент В. И. Мурашева [15]. Так, например, коэффи-
циенты J00, J11, J22, определяемые жесткостями се-
чения на изгиб, растяжение – сжатие и сдвиг вы-
числяются, соответственно, по формулам (3–5): 
 2

00 0 0
h

J A dz= ξ∫ ; (3) 

 2
11 1 1

h

J A dz= ξ∫ ; (4) 

 2
22 2 2

h

J A dz= ξ∫ , (5) 

где 𝑅𝑅0 = 𝐵𝐵𝑜𝑜𝑝𝑝𝑟𝑟𝜓𝜓𝑏𝑏𝑝𝑝,𝑖𝑖; 𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅𝑜𝑜𝑝𝑝𝑟𝑟𝜓𝜓𝑏𝑏𝑝𝑝,𝑖𝑖
∗ ; 𝑅𝑅2 = 𝐺𝐺𝑜𝑜𝑝𝑝𝑟𝑟 . 

В формулах (3)–(5) приведенная площадь 
растянутого сечения определяется введением 
коэффициента 𝜓𝜓𝑏𝑏𝑝𝑝,𝑖𝑖, учитывающего работу рас-
тянутого бетона между трещинами. Согласно 

[16], этот коэффициент при изгибе определя-
ется по формуле (6): 

 
(1 )bt ,i s

crc

M .
M

 
ψ = −ψ 

 
 (6) 

Здесь M, Mсrc соответственно, изгибающий мо-
мент, воспринимаемый сечением элемента на за-
данном уровне нагрузки и момент трещиностой-
кости сечения; 𝜓𝜓𝑠𝑠 – коэффициент, учитывающий 
работу растянутого бетона между трещинами, 
определяемый для изгибаемого элемента по мо-
дифицированной зависимости [15] формулой (7): 
 𝜓𝜓𝑠𝑠 = 1 − 2

3
⋅ 𝜒𝜒𝑀𝑀𝑏𝑏,𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝛭𝛭(1−𝜑𝜑1)
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� +

+ �
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� �1

3
�1 − 2𝑝𝑝

𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
− 𝑙𝑙1

𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
� + 𝑝𝑝

𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
�, 

(7) 

где Mb, crc – момент, воспринимаемый растянутой 
зоной бетона между трещинами при напряже-
ниях, равных Rbt; Mb – то же при рассматриваемой 
стадии работы. Эти и другие параметры опреде-
ляются в соответствии с указаниями [15]. 

В качестве объекта исследования для ана-
лиза напряженно-деформированного состояния 
был выбран ряд изгибаемых железобетонных 
элементов в различном конструктивном испол-
нении. Непосредственно физико-механические 
и геометрические характеристики этих элемен-
тов представлены на рисунке 1 в виде попереч-
ных сечений. Здесь а) и б) – это сборно-монолит-
ные варианты конструктивного исполнения же-
лезобетонных ригелей, в) – то соответствующий 
первым двум вариантам по армированию и га-
баритным размерам ригель, но монолитный;  
г) и д) – случаи конструктивного исполнения 
монолитных железобетонных ригелей, предпо-
лагающие разрушение по бетону (переармиро-
ванное сечение) и по арматуре соответственно.

Сечение 1 

 

Сечение 2 

 

Сечение 3 

 

Сечение 4 

 

Сечение 5 

 
а) б) в) г) д) 

Рис. 1. Варианты конструктивного исполнения рассматриваемых сечений железобетонных ригелей:  
а) сборно-монолитное составное сечение; б) то же, но бетоны поменяли местами;  

в) монолитный ригель с арматурой, аналогичной вариантам а) и б); г) и д) монолитные ригели
 

Результаты численного моделирования по 
методику НДМ представлены на рисунке 2. 
Наглядно видно, что наибольшую деформатив-
ность имеет Cечение 5, поскольку именно в нем 
арматура достигает наибольших напряжений и 
предела текучести, когда еще бетон имеет боль-
шой запас прочности. В тоже время именно 
Cечение 5 имеет наименьшую прочность в абсо-
лютных величинах, в соответствии с площадью 

армирования Аs для него. Стоит отметить что 
наибольших значений по Mсrc достигло Cечение 2, 
так как именно у него бетон растянутой части об-
ладает наибольшей прочностью среди прочих 
рассматриваемых случаев. Все варианты разру-
шения, как и перечисленные, в целом, соответ-
ствуют принятым диаграммам деформирования 
материалов, напряженно-деформированное со-
стояние которых представлено рисунком 3. 
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а) б) 

Рис. 2. Зависимости «момент – кривизна» сечения ригелей различного конструктивного исполнения:  
а) в относительных величинах шкалы момента; б) в абсолютных величинах шкалы момента

 

Интерес представляет кривая Сечения 5 на 
рисунке 3 а) и б), где наглядно видно, что сече-
ние не было разрушено, достигнув предельной 
деформативности по бетону, и наоборот – для 
арматуры. Сечение 4 же перед разрушением до-
стигло предела деформативности по бетону на 
сжатие, и не достигло по арматуре. Оба этих слу-
чая соответствуют принятому сценарию разру-
шения. Однако же для сборно-монолитных кон-
структивных случаев исполнения (Сечения 1 и 
2), не только бетон разрушается, достигнув пре-
дела по деформациям, но и арматура тоже. Это 

связано с высокой площадью армирования в 
зоне сечения, близкой к нейтральной, обуслов-
ленной технологическими особенностями фи-
зического исполнения ригелей, что тем не ме-
нее не предполагает хрупкое разрушение, как в 
случае с Сечением 4. Следует отметить также 
большую деформативность, полученную по ре-
зультату расчета вариационным методом, в 
сравнении с нелинейной деформационной мо-
делью, которая обусловлена учетом сдвига 
между бетонами. 

 

  
а) б) 

Рис. 3. Диаграммы изменения напряжений в бетоне (а) и арматуре (б)  
в рассматриваемых сечениях ригелей при разрушении

 

Заключение 
Выполненные аналитические и численные 

расчеты позволяют оценить возможность, диапа-
зон применения различных методов оценки проч-
ности сечений монолитных и сборно-монолитных 
изгибаемых железобетонных конструкций. Уста-
новлено, что использование диаграммного ме-
тода расчета дает завышенные показатели вслед-

ствие учета нелинейного характера деформирова-
ния материалов. Полученные результаты позво-
ляют отметить, что учет обозначенных факторов 
оказывает значительное влияние на оценку проч-
ности, особенно в сечениях, разрушение которых 
происходит по бетону и находится в интервале  
от 30 до 45 % для Сечения 4, а для сборно-моно-
литного Сечения 1 достигает 18 % на промежуточ-
ных этапах деформирования.
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