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Общая формула решения алгебраического уравнения третьей степени принадлежит ученым Тарталья и Кардано. 

В статье предложен новый вывод этой формулы, опирающийся на свойства циркулянтных матриц. Применение цир-
кулянтных матриц к задачам нахождения корней алгебраических уравнений дало следующие результаты. Оказалось, 
что формула Кардано - Тарталья дает не один набор корней кубического уравнения, а дает целых шесть наборов кор-
ней одного и того же кубического уравнения. Но все остальные пять наборов являются перестановками корней пер-
вого набора корней кубического уравнения. Другими словами, формула Кардано - Тарталья для корней кубического 
уравнения дает все шесть перестановок корней этого же кубического уравнения. Результаты статьи показывают, что 
циркулянтные матрицы органично входят в задачи нахождения корней алгебраических уравнений.  
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The general formula for solving an algebraic equation of the third degree belongs to scientists Tartaglia and Cardano. The 

paper proposes a new derivation of this formula based on the properties of circulant matrices. The application of circulant 
matrices to the problems of finding the roots of algebraic equations has yielded the following results. It turned out that the 
Cardano - Tartaglia formula does not give one set of roots of a cubic equation, but gives as many as six sets of roots of the same 
cubic equation. But all the other five sets are permutations of the roots of the first set of roots of the cubic equation. In other 
words, the Cardano – Tartaglia formula for the roots of a cubic equation gives all six permutations of the roots of the same 
cubic equation. The results of the article show that circulant matrices are organically included in the problem of finding the 
roots of algebraic equations.  
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Введение 
Циркулянтные матрицы широко используются 

во многих технических науках. И сфера использова-
ния циркулянтных матриц постоянно расширяется 
[1–19]. В настоящей работе найдена еще одна об-
ласть применимости красивой теории циркулянт-
ных матриц. Оказалось, что аналитические решения 
алгебраических уравнений находят свое логическое 
завершение на языке циркулянтных матриц. Работа 
над этой теории началась со следующей теоремы. 

В работе [1] доказана важная теорема. 
Теорема. Для каждого кубического многочлена 

𝑝𝑝(𝑥𝑥) существуют 6 = 3! матриц циркулянтов, ха-
рактеристический многочлен которых, с учетом 
знака при высшем члене и есть 𝑝𝑝(𝑥𝑥).  

Сейчас мы приведем новое, прямое доказатель-
ство данной теоремы.  

Метод 
При прямом доказательстве этой теоремы ис-

пользовались методы комплексного анализа и воз-
можности математического пакета Mathcad. 

Рассмотрим кубический многочлен: 𝑝𝑝(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑑𝑑.  Циркулянтные матрицы треть-
его порядка имеют вид: 

�
𝑧𝑧1 𝑧𝑧2 𝑧𝑧3
𝑧𝑧3 𝑧𝑧1 𝑧𝑧2
𝑧𝑧2 𝑧𝑧3 𝑧𝑧1

� 

Будем искать циркулянтную матрицу с таким 
же характеристическим многочленом 𝑝𝑝(𝑥𝑥) с уче-
том знака при старшем члене: 

� −  �
𝑧𝑧1 − 𝑥𝑥 𝑧𝑧2 𝑧𝑧3
𝑧𝑧3 𝑧𝑧1 − 𝑥𝑥 𝑧𝑧2
𝑧𝑧2 𝑧𝑧3 𝑧𝑧1 − 𝑥𝑥

� = 

=  𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑑𝑑                    
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Получим следующую систему уравнений:  

�
3𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3 −  𝑧𝑧13 − 𝑧𝑧23 − 𝑧𝑧33

3𝑧𝑧12 − 3𝑧𝑧2𝑧𝑧3
−3𝑧𝑧1

� = �
𝑑𝑑
𝑐𝑐
𝑏𝑏
�     

 

  �
 𝑧𝑧23 + 𝑧𝑧33
𝑧𝑧2𝑧𝑧3
𝑧𝑧1

� =

⎝

⎜⎜
⎜
⎛

𝑏𝑏𝑏𝑏
3 −

2𝑏𝑏3

27 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏2

9 −
𝑐𝑐
3

−
𝑏𝑏
3 ⎠

⎟⎟
⎟
⎞

 

Рассмотрим следующую систему уравнений: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑧𝑧23 + 𝑧𝑧33 =

𝑏𝑏𝑏𝑏
3 −

2𝑏𝑏3

27 − 𝑑𝑑 = 𝐴𝐴 

𝑧𝑧23𝑧𝑧33 =  �
𝑏𝑏2

9 −
𝑐𝑐
3�

3

= 𝐵𝐵         
 

Эта система сводиться квадратному уравне-
нию:  𝑥𝑥2 − 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 = 0. Получим следующие реше-
ния. Первое решение: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑧𝑧2 =  �

𝐴𝐴 − √𝐴𝐴2 − 4𝐵𝐵
2

3

=   �𝑥𝑥23   

𝑧𝑧3 = �𝐴𝐴 + √𝐴𝐴2 − 4𝐵𝐵
2

3

= �𝑥𝑥33

 

Кубический корень из числа имеет три ответа. По-
этому здесь мы имеем не одно решение, а целых де-
вять решений. То есть мы имеем девять пар чисел 
(𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3), которые являются решением данной системы. 

Второе решение:  

  �
𝑧𝑧2 = �𝑥𝑥33   
𝑧𝑧3 =  �𝑥𝑥23  

 

Здесь мы тоже имеем не одно решение, а целых де-
вять решений. То есть мы имеем девять пар чисел 
(𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3), которые являются решением данной системы. 
В итоге мы получили восемнадцать решений системы. 

Вернемся к исходной системе уравнений: 

�𝑧𝑧2
3 + 𝑧𝑧33
𝑧𝑧2𝑧𝑧3

� =

⎝

⎛
𝑏𝑏𝑏𝑏
3 −

2𝑏𝑏3

27 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏2

9 −
𝑐𝑐
3 ⎠

⎞ 

Из восемнадцати решений системы мы должны 
отобрать только решения, которые удовлетво-
ряют уравнению 𝑧𝑧2𝑧𝑧3 = 𝑏𝑏2

9
− 𝑐𝑐

3
 . Таких решений 

останется только шесть. И мы получим шесть мат-
риц циркулянтов, которые имеют один и тоже ха-
рактеристический многочлен 𝑝𝑝(𝑥𝑥), с учетом знака 
при старшем члене.   

Определение. Аргументом комплексного числа 
𝑧𝑧 называется тот угол 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑧𝑧) этого комплексного 
числа, который лежит в пределах: 

−𝜋𝜋 < 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑧𝑧) ≤ 𝜋𝜋. 
Теорема. Рассмотрим комплексное число  

z = ρeiArg(z). Тогда корни кубические из этого 
числа задаются следующими формулами: 

√𝑧𝑧3 = 𝑧𝑧
1
3 = �𝜌𝜌3 𝑒𝑒𝑖𝑖

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑧𝑧)
3 �

1

𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋
3

𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋
3

� 

Вернемся к первому решению системы: 

   �
𝑧𝑧2 = �𝑥𝑥23   
𝑧𝑧3 =  �𝑥𝑥33  

   

Получим:  

 𝑧𝑧2 = �|𝑥𝑥2|3  𝑒𝑒𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥2)

3 �
1

𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋
3

𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋
3

� 

 

𝑧𝑧3 = �|𝑥𝑥3|3  𝑒𝑒𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥3)

3 �
1

𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋
3

𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋
3

� 

Построим следующую матрицу: 

�

�

𝑖𝑖 ≔ 1. .3;  𝑗𝑗 ≔ 1. .3

𝐷𝐷 = �|𝑥𝑥2|3  𝑒𝑒𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥2)

3 �|𝑥𝑥3|3  𝑒𝑒𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥3)

3

� 𝑧𝑧2𝑖𝑖  𝑧𝑧3𝑗𝑗� = 𝐷𝐷

⎝

⎛
1 𝑒𝑒

2𝜋𝜋𝑖𝑖
3 𝑒𝑒

4𝜋𝜋𝑖𝑖
3

𝑒𝑒
2𝜋𝜋𝑖𝑖
3 𝑒𝑒

4𝜋𝜋𝑖𝑖
3 1

𝑒𝑒
4𝜋𝜋𝑖𝑖
3 1 𝑒𝑒

2𝜋𝜋𝑖𝑖
3 ⎠

⎞
 

Из девяти членов построенной матрицы только 
три будут удовлетворять условию:  

� z2i z3j� =  
b2

9
−

c
3

 
Вот эти три решения и будут настоящими реше-

ниями. А все остальные члены матрицы дают 
только посторонние решения. Но заранее, чисто ал-
гебраическими методами невозможно выявить 
настоящие три решения из девяти членов матрицы.  

Будем считать, что  z12 ≠ 0 . Получим три цир-
кулянтные матрицы: 

� 𝑧𝑧12
 𝑧𝑧13

� =

⎝

⎜
⎛
�|𝑥𝑥2|3  𝑒𝑒𝑖𝑖

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥2)
3

𝑧𝑧13 =
𝑏𝑏2
9 − 𝑐𝑐

3
 𝑧𝑧12 ⎠

⎟
⎞

 

 

� 𝑧𝑧22
 𝑧𝑧23

� =  � 𝑧𝑧12 𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋𝜋𝜋
3

 𝑧𝑧13 𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋𝜋𝜋
3
� 

 

� 𝑧𝑧32
 𝑧𝑧33

� =  � 𝑧𝑧12 𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋𝜋𝜋
3

 𝑧𝑧13 𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋𝜋𝜋
3
�  

Заменой 𝑥𝑥2 ↔ 𝑥𝑥3 мы получим еще три циркулянт-
ные матрицы. Общий вид циркулянтных матриц: 

�
𝑧𝑧11 = 𝑧𝑧21 = 𝑧𝑧31 =

−𝑏𝑏
3

𝑧𝑧41 = 𝑧𝑧51 = 𝑧𝑧61 =
−𝑏𝑏
3

 

 

𝑍𝑍1 = �
𝑧𝑧11 𝑧𝑧12 𝑧𝑧13
𝑧𝑧13 𝑧𝑧11 𝑧𝑧12
𝑧𝑧12 𝑧𝑧13 𝑧𝑧11

� 

Аналогичный вид имеют матрицы:  
𝑍𝑍2,𝑍𝑍3,𝑍𝑍4,𝑍𝑍5,𝑍𝑍6 

Эти шесть матриц не являются независимыми 
матрицами. Вторая матрица выражается через 
первую матрицу следующим образом: 

�

�

� 𝑆𝑆 = �
1 0 0

0 𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋
3 0

0 0 𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋
3

�

𝑊𝑊 = �
1 0 0

0 𝑒𝑒𝑖𝑖
2𝜋𝜋
3 0

0 0 𝑒𝑒𝑖𝑖
4𝜋𝜋
3

�

𝑍𝑍2 = 𝑆𝑆 ∙ 𝑍𝑍1 ∙ 𝑊𝑊        
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Аналогично выражается третья матрица. Рассмот-
рим матрицу дискретного преобразования Фурье: 

F =
1
√3

�

1 1 1

1 e−
2πi
3 e−

4πi
3

1 e−
4πi
3 e−

8πi
3

� 

Матрица комплексно сопряженная к ней такова: 

𝐹𝐹∗ = 𝐹𝐹𝑇𝑇���� =
1
√3

�

1 1 1

1 𝑒𝑒
2𝜋𝜋𝜋𝜋
3 𝑒𝑒

4𝜋𝜋𝜋𝜋
3

1 𝑒𝑒
4𝜋𝜋𝜋𝜋
3 𝑒𝑒

2𝜋𝜋𝜋𝜋
3

� 

Матрицы F∗, F связаны между собой следую-
щим образом: 

𝐹𝐹 = �
1 0 0
0 0 1
0 1 0

�𝐹𝐹∗ 

Собственные числа первой циркулянтной мат-
рицы таковы: 

�
λ11 0 0

0 λ12 0
0 0 λ13

� = F∗𝑍𝑍1F 

Применим дважды матрицу перестановок. По-
лучим следующий результат:  

�
𝜆𝜆21
𝜆𝜆22
𝜆𝜆23

� =  �
𝜆𝜆13
𝜆𝜆11
𝜆𝜆12

�  

Результаты и обсуждение 
Полученный результат означает, что собственные 

числа второй циркулянтной матрицы отличаются  
от собственных числе первой циркулянтной матри-
цей только перестановками собственных чисел. Точно 
также доказывается, что собственные числа третьей 
циркулянтной матрицы являются перестановкой соб-
ственных числе первой циркулянтной матрицы: 

�
𝜆𝜆31
𝜆𝜆32
𝜆𝜆33

� =  �
𝜆𝜆12
𝜆𝜆13
𝜆𝜆11

�  

Мы знаем, что существует ровно шесть различ-
ных циркулянтных матриц, имеющих один и тоже 
характеристический многочлен. Причем четвер-
тая, пятая, шестая циркулянтные матрицы получа-
ются из первой, второй, третьей циркулянтных 
матриц транспонированием или заменой z2 ⟷ z3. 
Они дадут три новых решений в форме перестано-
вок корней первой циркулянтной матрицы. Полу-
чим группу перестановок корней кубического 
уравнения из шести перестановок. 

Еще раз опишем алгоритм нахождения корней ку-
бического уравнений, который дает не одно решение, 
а целых шесть решений. И каждое решение отлича-
ется от другого решения только перестановкой кор-
ней. Этот алгоритм является все тем же алгоритмом 
Кардано – Тарталья записанное в матричной форме:  

�
Λ1 = 𝐹𝐹∗𝑍𝑍1𝐹𝐹
Λ2 = 𝐹𝐹∗𝑍𝑍2𝐹𝐹
Λ3 = 𝐹𝐹∗𝑍𝑍3𝐹𝐹

Λ4 = 𝐹𝐹∗𝑍𝑍4𝐹𝐹
Λ5 = 𝐹𝐹∗𝑍𝑍5𝐹𝐹
Λ6 = 𝐹𝐹∗𝑍𝑍6𝐹𝐹

 

Организуем просчет по полученным формулам. 
Возьмем многочлен с известными действитель-
ными корнями: 

�𝑝𝑝
(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 4)(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 6)

(−4; 1; 6)  

Получим следующие значения корней, вычис-
ленные по формуле Кардано в матричной форме: 

�

�

�
�

6 0 0
0 −4 0
0 0 1

�

�
1 0 0
0 6 0
0 0 −4

�

�
−4 0 0
0 1 0
0 0 6

�

 

 

�

�

�
�

6 0 0
0 1 0
0 0 −4

�

�
−4 0 0
0 6 0
0 0 1

�

�
1 0 0
0 −4 0
0 0 6

�

 

Отметим, что мы получили все шесть перестано-
вок корней кубического уравнения. Организуем еще 
один просчет по полученным формулам. Возьмем 
многочлен с одним действительным корнем и двумя 
известными комплексно сопряженными корнями: 

��

𝑝𝑝(𝑥𝑥) =
(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 10)(𝑥𝑥 − 6)
= 𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 40                
(4; −1 − 3𝑖𝑖; −1 + 3𝑖𝑖)         

 

Получим следующие значения корней, вычис-
ленные по формуле Кардано – Тарталья в матрич-
ной форме: 

�
(−1 + 3𝑖𝑖;  −1 − 3𝑖𝑖; 4)
(4; −1 + 3𝑖𝑖;  −1 − 3𝑖𝑖)
(−1 − 3𝑖𝑖; 4;−1 + 3𝑖𝑖 )

 

 

�
(4;−1 − 3𝑖𝑖;  −1 + 3𝑖𝑖)
(−1 + 3𝑖𝑖; 4; −1 − 3𝑖𝑖)
(−1 − 3𝑖𝑖;−1 + 3𝑖𝑖; 4 )

 

Заключение 
В настоящей работе показано, что формула 

Кардано – Тарталья, изложенная на языке цирку-
лянтных матриц, дает шесть наборов корней куби-
ческого уравнения. И все эти шесть наборов кор-
ней образуют группу перестановок корней изучае-
мого кубического уравнения.
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В условиях цифровой трансформации организациям необходимо эффективно управлять данными. Традицион-

ные системы учета не справляются со сложными задачами, требующими экспертной оценки. Данное исследование 
предлагает интеллектуальную систему поддержки принятия решений, объединяющую надежность PostgreSQL, гиб-
кость Python и возможности коллективного интеллекта человека и машины. В статье представлена концепция и ар-
хитектура системы автоматизированного учета машинных носителей информации. Описаны математическая мо-
дель, реляционная схема базы данных и алгоритмы взаимодействия компонентов. Реализация на Python с использо-
ванием psycopg2 обеспечивает эффективную и безопасную работу с СУБД. Система предназначена для автоматиза-
ции учета и организации совместной работы экспертов и программных агентов при решении задач информационной 
безопасности и оптимизации ресурсов. Разработанная система является масштабируемой и может быть адаптиро-
вана для организаций различного профиля. 

Ключевые слова: система поддержки принятия решений, человеко-машинный коллективный интеллект, управле-
ние машинными носителями информации, PostgreSQL, Python, реляционная база данных, краудсорсинг, самоорганизация. 
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In the context of digital transformation, organizations need to manage their data effectively. Traditional accounting systems 

are not equipped to handle complex tasks that require expert evaluation. This research proposes an intelligent decision support 
system that combines the reliability of PostgreSQL, the flexibility of Python, and the capabilities of human-machine collective in-
telligence. The article presents the concept and architecture of an automated accounting system for machine-readable media.  
It describes a mathematical model, a relational database schema, and algorithms for component interaction. The implementation 
in Python using psycopg2 ensures efficient and secure operation with the database management system. The system is designed 
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