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В статье приводится разработанный ранее в работах авторов метод решения конструктивно-нелинейных задач строи-
тельной механики – метод, сочетающий преимущества метода компенсирующих нагрузок и метода конечных элементов  

в форме классического смешанного метода. Разработанный авторами метод уже показал свою эффективность, приме-
нительно к обозначенному кругу задач, в том числе, и на реальных расчетных примерах. В статье приводится развитие 
идей предлагаемого метода – анализ его применимости к решению задач с более сложным законом работы, который,  
в свою очередь, будет точнее описывать поведение реальных конструкций. За основу для корректного моделирования ра-
боты конструктивно-нелинейной связи принят график работы сваи в грунте. Предлагаемый в статье модифицированный 
алгоритм верифицирован с помощью известной задачи расчета балки на упрочняющихся упругоподатливых опорах. 

Ключевые слова: строительная механика, метод конечных элементов в смешанной форме, численные методы, 
конструктивная нелинейность, сваи, основания и фундаменты. 
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This article presents a method developed earlier by the authors for solving structurally nonlinear problems of structural me-
chanics – a method that combines the advantages of the compensating load method and the finite element method in the form  
of the classical mixed method. The method developed by the authors has already demonstrated its effectiveness for the specified 
class of problems, including in practical computational examples. This article presents a further development of the ideas under-
lying the proposed method – an analysis of its applicability to solving problems with a more complex constitutive law, which,  
in turn, will more accurately describe the behavior of real structures. The load-settlement curve of a pile in soil is adopted  
as the basis for correctly modeling the behavior of a structurally nonlinear connection. The modified algorithm proposed in this 
article is verified using the well-known problem of analyzing a beam on strain-hardening elastic compliant supports. 

Keywords: structural mechanics, mixed finite element method, numerical methods, structural nonlinearity, piles, soil mechan-
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Введение 
На сегодняшний день, проектирование строитель-

ных конструкций, с учетом их контакта с грунтовым 
основанием, остается сложной задачей механики де-
формируемого твердого тела. Сложность заключается 
в необходимости учета совместной работы надземной 
части сооружения и деформируемого массива грунта, 
поведение которого зачастую характеризуется нели-
нейностью даже при малых нагрузках. Эта нелиней-
ность выражается в зависимости между напряжени-
ями и деформациями грунта, а также возможной де-
формацией при циклических нагружениях. 

В связи с ростом нагрузок на основания и фун-
даменты, проблема достоверного расчета систем 
«балка – свайное основание» приобретает особую 
значимость. Классические методы расчета часто 
не учитывают нелинейный характер деформиро-
вания грунтового основания, что приводит к завы-
шениям коэффициентов запаса и, как следствие,  
к удорожанию строительства. Как отмечается в ис-
следовании [11]: стоимость фундамента может до-
стигать трети от общей стоимости здания, поэтому 
рациональное проектирование с учетом реальной 
работы грунта является важнейшей задачей. 

Анализ современных научных трудов, посвя-
щенных рассматриваемой в статье проблеме, пока-
зал, что расчет основания с учетом его нелиней-
ного деформирования, является актуальной темой 

работы многих научных групп. Так, свой вклад  
в развитие методов расчета внесла работа [1],  
где описываются подходы к оптимизации осадок 
свайных фундаментов с учетом нелинейной работы 
основания при проектировании по двум предель-
ным состояниям. Важным направлением, так же, 
остается учет неоднородности грунтовых массивов, 
армированных вертикальными элементами. Дан-
ную тему освещает работа [2], в которой представ-
лена общая система уравнений, описывающая не-
линейную работу вертикально армированного ос-
нования, и предложена инженерная методика сум-
мирования осадок, основанная на линеаризации ис-
ходных зависимостей.  

Свое развитие получили и численные методы 

анализа систем на нелинейном основании. В зару-

бежной литературе широко обсуждаются преиму-

щества смешанных формулировок метода конеч-

ных элементов (МКЭ) перед классическими подхо-

дами в перемещениях. В работе A. Ayoub [17] дока-

зано, что смешанная формулировка для балок на 

упругом основании позволяет более точно описы-

вать нелинейное поведение материала как самой 

балки, так и основания, избегая вычислительных 

затрат, характерных для перемещений. Этот под-

ход был впоследствии развит для композитных ба-

лок с податливыми связями сдвига, где применен-
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ние смешанной формулировки позволило преодо-
леть проблемы локальных деформаций и концен-
трации напряжений [16].  

В наших предыдущих работах, уже продемон-
стрирована эффективность применения метода 
конечных элементов в смешанной формулировке 
по отношению к задачам подобного плана. За ос-
нову берется алгоритм расчета из работы [4] сов-
мещающий в себе МКЭ со смешанной формой, при-
меняемый к расчету систем с нелинейными свя-
зями. Авторами установлено, что такая комбина-
ция позволяет достичь требуемой точности за ми-
нимальное количество итераций. Данный подход 
хорошо согласуется с концепцией пошагового до-
гружения и коррекции жесткостных параметров 
по мере развития нелинейных деформаций. 

Метод 
В качестве развития вышеперечисленных иссле-

дований в данной работе предлагается разработать 
модификацию, приведенного в [4] алгоритма, учи-
тывающую нелинейную работу свай фундамента, 
не в виде кусочно-линейной функцией «осадка – 
нагрузка», а в виде функции, представляющей со-
бой полином. В отличие от традиционного подхода, 

где связь между усилием и перемещением принима-
ется линейной, в предлагаемом алгоритме реализо-
вана итерационная процедура уточнения напря-
женно-деформированного состояния с использова-
нием метода компенсирующих нагрузок. Примене-
ние смешанной формулировки МКЭ позволяет од-
новременно получать как перемещения, так и уси-
лия в опорных связях, что повышает информатив-
ность и точность расчета, а также позволяет изба-
виться от промежуточных шагов расчета.  

Применительно к свайным фундаментам, нели-
нейность работы проявляется в изменении жестко-
сти сваи по мере роста нагрузки. Эксперименталь-
ные данные (рис. 1) показывают, что зависимость 
«осадка – нагрузка» для одиночной сваи имеет явно 
выраженный криволинейный характер, который 
может быть аппроксимирован полиномиальной за-
висимостью второй степени. Это означает, что ис-
пользование линейных моделей грунта (модель 
Винклера с постоянным коэффициентом постели) 
справедливо лишь в узком диапазоне начальных 
нагрузок и не позволяет достоверно прогнозиро-
вать напряженно-деформированное состояние си-
стемы при нагрузках, близких к предельным.

 
Рис. 1. График зависимости осадки сваи от нагрузки (иллюстрация авторов) 

Fig. 1. The graph depicting the dependence of pile settlement on applied load (illustration by the authors) 
 

Учет нелинейной работы связей в рамках ме-
тода конечных элементов возможен несколькими 
способами. Наиболее прямолинейный подход за-
ключается в использовании пошагово-итерацион-
ных процедур, где на каждом шаге нагружения 
жесткость связи корректируется в соответствии  
с текущим уровнем деформации. Однако такой под-
ход требует многократного повторного формирова-
ния и решения системы уравнений, что может быть 
вычислительно затратным. Альтернативой явля-
ется использование методов, основанных на введе-
нии компенсирующих нагрузок, сущность которых 
заключается в корректировке вектора узловых уси-
лий без изменения матрицы жесткости системы. 

В данной работе в качестве конечного элемента 
выступает стержень, работающий на изгиб (рис. 2). 
Разработке данного типа конечных элементов по-
священы работы отечественных и зарубежных уче-
ных [7–9]. 

 

 
Рис. 2. Конечный элемент-стержень  

смешанного метода (иллюстрация авторов) 
Fig. 2. Mixed-method bar finite element  

(illustration by the authors) 
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Стержень, изображенный на рисунке 2, имеет 
девять неизвестных. Неизвестные переменные 1, 
3, 4 и 6 являются перемещениями; усилия 2 и 5 – 
угловыми перемещениями, а 7 и 8 – изгибающими 
моментами. Последняя переменная 9 – возникаю-
щее продольное усилие. 

Отличительная черта применения метода компен-
сирующих нагрузок для анализа конструкций с нели-
нейной работой заключается во введение нагрузок  
в направлении опоры. Эти нагрузки должны компен-
сировать изменчивость значений жесткости. Перво-
начально выполняется линейный расчет, затем рас-
считывается невязка, отвечающая за изменение жест-
кости и вводится компенсирующая нагрузка. Снова 
вычисляется невязка. Условием окончания алгоритма 
является разница невязок на j-й и (j + 1)-й итерации 
расчета. Это условие определяется выражением: 

𝛿(𝑗+1) =
𝛥𝐹(𝑗+1) − 𝛥𝐹(𝑗)

𝛥𝐹(𝑗+1)
⋅ 100%, 

здесь 𝛿(𝑗+1) – критерий выхода из алгоритма;  

𝛥𝐹(𝑗) – величина компенсирующей нагрузки  

на (j)-й итерации. 
В настоящей работе расчет системы произво-

дится в два этапа. На первом шаге выполняется ли-
нейный расчет с начальными модулями жесткости 
свай. Затем по полученным перемещениям опреде-
ляется фактическое усилие в каждой свае согласно 
экспериментальной кривой деформирования. Раз-
ность между этим усилием и усилием, полученным 
в линейном расчете, образует вектор компенсиру-
ющих нагрузок, который прикладывается к си-
стеме на следующей итерации. Процесс повторя-
ется до тех пор, пока изменение невязки между 
итерациями не станет меньше заданной малой ве-
личины, что свидетельствует о достижении равно-
весного состояния системы. 

Результаты и обсуждения 
В рамках тестирования алгоритма разбирается 

пример, представленный в [6] (рис. 3).

 
Рис. 3. Расчетная схема (иллюстрация авторов) 

Fig. 3. Design model (illustration by the authors) 
 

 
Рис. 4. График, описывающий жесткость сваи (иллюстрация авторов) 

Fig.4. Graph describing the pile stiffness (illustration by the authors) 
 

Балка, изучаемая в данном примере имеет сле-
дующие характеристики: 

𝑙 = 1,5 м; 𝐸𝐼 = 0,40 ГПа ⋅ см4; 𝑞 = 1 кН/м; 

с1 =
0,170628571кН

м
, 

с2 = 0,0013545 − 0,0328699кН/м. 

В [3] представлены характеристики односто-
ронних опор этой балки. Они характеризуются в 
соответствии с принятым графиком (рис. 4) следу-
ющими неравенствами: 

𝑅(𝑥) = {
0,170628571 ⋅ 𝑥

0,0013546 ⋅ 𝑥2 − 0,0328699 ⋅ 𝑥
 

Основная система представлена на рисунке 5.

 
Рис. 5. Основная система с конечными элементами второго типа (иллюстрация авторов) 

Fig.5. Primary system with finite elements of the second type (illustration by the authors)
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Таким образом, система разрешающих конечно-
элементных уравнений будет иметь следующий вид: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 −

1

𝐿1
⋅ 𝑞3 +

2

𝐿2
⋅ 𝑞4 − 𝑞5 = 𝑞 ⋅ 𝐿

−
1

𝐿1
⋅ 𝑞4 − 𝑞6 =

𝑞 ⋅ 𝐿1

2
1

𝐿1
⋅ 𝑞1 +

𝐿1

3 ⋅ 𝐸𝐽
⋅ 𝑞3 +

𝐿1

6 ⋅ 𝐸𝐽
⋅ 𝑞4 = −

𝑞 ⋅ 𝐿1
3

24 ⋅ 𝐸𝐽

−
2

𝐿1
+
1

𝐿1
⋅ 𝑞2 +

𝐿1

6 ⋅ 𝐸𝐽
⋅ 𝑞3 +

2 ⋅ 𝐿1

3 ⋅ 𝐸𝐽
⋅ 𝑞4 = −

𝑞 ⋅ 𝐿1
3

24 ⋅ 𝐸𝐽

𝑞1 +
1

𝐶1
⋅ 𝑞5 = 0

𝑞2 +
1

𝐶1
⋅ 𝑞6 = 0

 

Решив эту систему уравнений, были получены 
следующие значения: 

{
 
 

 
 
𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4
𝑞5
𝑞6}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
2,16378
4,80331
−1,4874
0,10437
−0,3692
−0,8195}

 
 

 
 

 

Полученые значения величин q1 q2, описывают 
перемещения опор и демонстрируют необходимость 
применения алгоритма компенсирующих нагрузок 
для учета нелинейного поведения опор. После 
вычисления парамет компенсирующей нагрузки  
и приклаывается по направлению опор. 

𝑃1 = 0,170628571 ⋅ 𝑞1 − (0,0013546 ⋅ 𝑞12 − 
− 0,0328699 ⋅ 𝑞1) = 0,433984185; 

𝑃2 = 0,170628571 ⋅ 𝑞2 − (0,0013546 ⋅ 𝑞22 − 
− 0,0328699 ⋅ 𝑞2) = 0,9462149. 

После введения компенсирующих нагрузок 
производится расчет для второй итерации . 

Для новых полученых результатов продолжается 
расчет компенсирующей нагрзки , до тех пор пока  
не будет достигнута величина расхождений 0,5 %, 
определяемая выражением : 

𝛿1 =
𝑃1
(3)
− 𝑃1

(2)

𝑃1
(3)

⋅ 100 % = 41,2 %; 

𝛿2 =
𝑃2
(3)
− 𝑃2

(2)

𝑃2
(3)

⋅ 100 % = 47,5 %. 

Для наглядности все итерационные вычисления 
представлены в таблице 1.

Таблица 
Значения невязок на каждом этапе итерационного расчета 

№ 
п/п 

Р𝟏,кН 𝜹𝟏,% Р𝟐,кН 𝜹𝟐,% 

 1 2 3 4 
1 0,433984185 0 0,9462149 0 
2 0,738065148 41,19 1,8017142 47,48 
3 0,992204829 25,61 2,5068089 28.13 
4 1,198677209 17,23 3,0545446 17,93 
5 1,358333832 11,75 3,4604073 11,72 
6 1,476446578 7,99 3,7502145 7,72 
7 1,560774302 5,40 3,9515001 5,09 
8 1,61937702 3,61 4,08855 3,35 
9 1,65930885 2,41 4,1805798 2,20 

10 1,686142996 1,59 4,2417979 1,44 
11 1,704003657 1,05 4,2822626 0,94 
12 1,715814725 0,68 4,308897 0,61 
13 1,723591405 0,45 4,3263793 0,40 

Заключение 
При решении поставленной задачи примене-

ние модифицированного метода компенсирующих 
нагрузок показало хорошие результаты. Уточне-
ние разработанного в предыдущих работах авто-
ров алгоритма, состоит в том, что зависимость 
«осадка – воспринимаемая нагрузка» моделиру-
ется не в виде кусочно-линейной функции, а в виде 
полинома второй степени. Применение такой за-
висимости точнее описывает фактические дефор-
мации, взятые из экспериментальных данных по-
левых испытаний грунтов сваями. 

Преобразованный алгоритм, рассматриваемый  
в данной работе, объединяет в себе не только пре-
имущества метода конечных элементов в классиче-
ской смешанной форме, но и преимущества итераци-
онного расчета с помощью метода компенсирующих 
нагрузок, поправляющего возникающие в свае уси-
лия за счет введения компенсирующих нагрузок. Вы-
полняя расчет по такому алгоритму, можно избежать 
перекомпоновки матрицы откликов в процессе уточ-

нения НДС системы. Все это оптимизирует вычисли-
тельные процессы без какого-либо ущерба для точ-
ности результатов.  

Рассчитывая балку на нелинейно-податливых 
опорах по предложенному алгоритму, была установ-
лена хорошая сходимость итерационного процесса. 
Разница невязок между итерациями постепенно сни-
жалась и достигла 0,5 %, что говорит о равновесном 
состоянии конструкции. Результаты расчета, полу-
ченные из рассматриваемого примера, гармонируют 
с работами и выводами других исследователей и поз-
воляют сделать вывод о том, что предложенный ме-
тод может быть использован для расчета систем с не-
линейными связями (примером которых могут быть 
свайные фундаменты). 

Как итог, можно сказать, что модифицирован-
ный метод компенсирующих нагрузок расширяет 
границы для расчета строительных конструкций с 
учетом нелинейной работы их элементов. И приме-
нение данного метода возможно в задачах проекти-
рования фундаментов, для которых характерна фи-
зическая или конструктивная нелинейность.
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